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GEOMETRIA 3D

VECTORES EN EL ESPACIO

Caracteristicas de un vector
Médulo — Direccién — Sentido
Base /
= Vectores coplanarios: Si al tomar representantes con el mismo origen, quedan todos situados en el mismo plano.
= Vectores no coplanarios: Forman una base porque cualquier otro vector se puede expresar como combinacidn lineal de
ellos.
=  Base ortogonal: Esaquella en la que los vectores son perpendiculares entre si.
(Se puede obtener del producto vectorial de otros dos)
=  Base ortonormal: Formada por tres vectores perpendiculares y de médulo unidad.

=

k
(Se puede obtener un vector unitario dividiendo cada componente por su médulo % ) 2 >
Sistema de referencia en el espacio: Base ortonormal candnica
a4 —_—> N N -
Cuando un vector OP es combinacidn lineal de los vectores que forman la base: OP = x.T+y.j +z. k

—
Los numeros x, y, z reciben el nombre de coordenadas del vector y se puede expresar: OP = (x,y,z)

Suma de vectores
Sumamos cada coordenada del primer vector, por la correspondiente coordenada del segundo vector.

Eiemplo: u = 2i +3j —5k = (2,3,—5) v=—i+4j — 6k = (=1,4,—6) “u+v=i+7j — 11k = (1,7,—11)
Producto de un vector por un numero real

Se multiplica cada una de las coordenadas del vector por dicho nimero.
Ejemplo: Siendou = —=3i+ 2j —k =(-3,2,-1) 2 3u=3.(-3i+ 2j— k) = -9i + 6j — 3k = (—9,6,—3)

Modulo de un vector |v| = +\/x12 + y1% + 242 equivale a su longitud

Producto escalar de dos vectores:

U-V = |u].|P|l.cosa Elproducto escalar es conmutativo y su resultado es un nimero
Eiemplo: Si: u = 2i + 3j — 5k = (2,3,-5)yv = —i + 4j — 6k = (-1,4,—6) = u-v=—2+12 + 30 = 40

Angulo de dos vectores

- o u

- cosa=—2 a
[ul - |v]

Despejando el dngulo del producto escalar: U - ¥ = [U].|¥]. cos a
Ejemplo:
Halla el éngulo que forman los vectores u = (3,2,6)yv = (—4,5,1): - v =-12+10+6=4

lul=vV9+4+36=vV49=7;|v|=V16 +25+1=V42—~ cosa = I;‘l‘;’vl = /‘ﬁ - a = 84,940

Producto vectorial

X1 Y1 24

Dados dos vectores en el espacio: U (x1,¥4,2 U (x5, ¥, 2 - Uxv=|% Y2 Z;
1 1,41 2 2 2

i j k

Y1 Zl| |Z1 x1| |x1 V1
) )

O también: uxv=(
V2 Z2171Zy; X;17 1% Y,

D Su producto es un vector perpendicular a los dos anteriores:

El producto u X v tiene las siguientes caracteristicas:
=  Médulo: El producto de los mddulos por el seno del dngulo que forman: |d X ¥| = |u|. |v|. sena
= Direccion: Perpendicular a los los vectores u y v. UxXy
= Sentido: Viene dada por la regla de la mano derecha:
El producto vectorial es anticonmutativo: u X v = —v X u
El producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo,
El médulo del producto vectorial coincide con el drea del paralelogramo v
|lu X v| =|u|-|v| sena = |u| - h =4érea del paralelogramo. al”
Sirve para calcular otro vector perpendicular o para el area o altura de triangulos

Regla de la mano derecha

Y
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Area del tridngulo: c
Dado el triangulo de vértices A, By C, como el triangulo es la mitad del paralelogramo,

. . ¢ 1,73 -
su area sera: Area = - | AB x AC |

A

Producto mixto
Producto mixto de tres vectores u, vy w es un nimero que se obtiene al realizar el producto escalar del primero por el

producto vectorial de los otros dos. [u,v,w] =u(vxXw)

X1 V1 241
Coincide con el valor del determinante formado por los 3 vectores:  [u,v,w] = [X2 Y2 2

X3 Y3 Z3
Interpretacion geométrica: =y

Coincide con el volumen del paralelepipedo formado por sus vectores
w-Uxv)=|w|-luxv|-cosa=|uxv|-|w|-cosa

[w. (u X v)| = drea de la base X altura = Volumen del paralelepipedo. i
Volumen del tetraedro: es 1/6 del volumen del paralepipedo formado.

Ejemplos:
1. Calcula el producto vectorial de los vectores u = (1,7,-3) y v = (=5,0,4)

Conviene colocar el primer vector y debajo de este el segundo:

1 7
axo=ls 0 &| <733 202 D= en e

2. Dados los vectores u = (3, 2, 5) y v =(4, 1, 6), halla un vector perpendicular a ambos y el area del paralelogramo que

determinan.
Un vector perpendicular a ambos es el producto vectorial: u=(3,2,5) x v=(4,1,6)
i j k
uxv=|3 2 5|=12i+20j+3k—-8k—-5i—18j=7i+2j —5k =(7,2,-5)
4 1 6

El drea del paralelogramo que determinan es el médulo del producto vectorial:

Area=|lu x v|| =724+ 22+ (-5)2=+78 — Area=78u?

Puntos:
Punto medi -
urf 0 medaio: Q et ‘ay+b a,+b, a;+by )
La férmula es la suma de sus componentes entre 2: ) I M s T T 5
Ejemplo: Calcula el punto medio entre A(0,1,2) y B(1,2,1): e -T - -
y 0+1 o 1+ 2 y 2+1 y 133
=g MymmmiMem e e M= G

Punto simétrico:

Respecto a otro punto: P’ es el que hace que Q sea el punto medio.

Respecto a una recta: Cuando r pasa por el punto medio Qy el vector PP’ es perpendicular. Puede hacerse con un plano
perpendicular a la recta que pasa por P.

Respecto de un plano: Cuando el plano pasa por el punto medio y el vector PP’ es perpendicular al plano.

Ejemplo: Calcula el punto simétrico A’ respecto a B(0,1,2) del punto A(1,2,1):

1+ax 1+ay __ 1+az
j2=—+

; 1=

2 2

Si consideramos B como punto medio: 0 = “ax=—-1;ay=1;az=4—-1=3

Puntos alineados:
Tres 0 mas puntos estan alineados si estan en una misma recta, y por tanto sus vectores son proporcionales.

Puntos y vectores coplanarios:
Puntos coplanarios: - si los vectores determinados por ellos también son coplanarios.
Vectores coplanarios: - sisurango es 2y los vectores son dependientes.

- si el determinante que forman (volumen paralepipedo) = 0
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Ejercicios resueltos de vectores

| 1. Determina t para que los vectores U (1,1,t), v’ (1,—2,t) yw (0,t, 1 — t), sean linealmente dependientes.

Solucion:
Meétodo 1: Hacer uno de ellos c.l. de los otros dos: (1,1,t) = a (1, -2, t) + B (O,t, 1-t)
1=a-1+40
1= -2a+tp - o=1;p=3 —t=1
t=ta+(1-1t)p

1 1 t
Meétodo 2: El determinante formado debe ser 0 para que el rangonosea3: |1 -2 t |[=0—t=1
0 t 1-t

2.- {Puede haber dos vectoresuy vtalesque: u-v=-3, |u|l=1 y|v|=2?

Si o es el angulo que forman, de la definicion de producto escalar, se obtiene: u.v = |u|.|v|.cos «
Y entonces, -3 =1-2-cos o — cos a. =-1,5 = Dicha relacién es imposible porque —1 < cosa <1

| 3.- Halla el valor de a para que los vectores u = (—2,1,5) y v = (a, 2,6), sean perpendiculares.

Para que sean perpendiculares, el producto escalar =0 = (-2, 1,5) - (a,2,6)=0—-2a+2+30=0— a=16

| 4.- Halla un vector w cuyo médulo sea 4 y ademas perpendicularau = (2,0,1) yv = (3,—1,2)

) . _ (101 1 21 12 O] _ .
Como el producto vectorial de dos vectores es un vector perpendicular: u X v = (ll 2 |,| 2 3| ,|3 1 ) =(1,-1,-2)

uXxXv=(1,-1,-2) es perpendicularauyav.
Lo dividimos por su médulo para obtener un vector de modulo unidad:

lu X v| = /12 + (=1)% + (—2)? = V/6; vector unitario y perpendicular: = (%, — _2)

V6’ V6
L . -, N e W Y A e
El vector unitario obtenido lo multiplicamos por 4 y obtenemos el vector buscado: w = 4(\/6’\/3’\/6) = ( PO R )
| 5.- Comprueba si los vectores (1, 2, 3), (4, 5, 6) y (7, 8, 9) de R? son linealmente independientes.
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 6|0 -3 —6 |40 -3 —6| 2Rango=3 6 4 5 6[+0
7 8 9 0 -6 -—-11 0 0 1 7 8 9
Aplicando Gauss: el rango es 3 (o el determinante es distinto de 0) = Sistema Compatible Determinado
6.- El vector v = (1,3, —2) estd dado en la base candnica.
Halla sus componentes respecto de la base B = {(1,1,1), (1,0,1), (0,2,3)}
atp=1 +21=2
Como es dependiente: (1,3,-2) = a(1,1,1) + 5(1,0,1) + A(0,2,3) = a+21=3 } 3){;— 3 - }:>
a+pB+31=-2 T

A=-1y f =—4 Sielvalordeflollevamos a la 12 ecuacién del sistema inicia, a =4 =1=>a =5
El vector v queda expresado en esa base la base en la forma siguiente: (1,3,—2) = 5(1,1,1) — 4(1,0,1) — 1(0,2,3)

7.- Estudia si los vectores (1, 1, 0), (0,1,1) y (2, 1, —1) forman una base de R3

Sol:
1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0
Por Gauss: <0 1 1 >~<0 1 1 >~<O 1 1> o Por determinantes: [0 1 1{=0
2 1 -1 0o -1 -1 0 0 O 2 1 -1

Rango =2y, por tanto, no forman una base de R®

8.- dados los vectores u = (3,2,5) y v = (4,1,6) halla el drea del triangulo que determinan.

i j ok
P.vectorial: uxv=1|3 2 5|=7i+2j—5k=(72-5) @ Mddulo: |uXv|=,/72—22+ (=5)2 =+/78
4 1 6

Area=%|ﬂ)x7| =%\/ﬁ
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9.- Dados los vectores u = (3,—2,5), v = (—4,1,6) yw = (2,0, —1), halla el volumen del tetraedro que forman |

Volumen del tetraedro = é del producto mixto (en valor absoluto). 'l.
3 -2 s JN_/

u-@xw)=|-4 1 6|=-3-24—10+8=-29 = Volgeraearo) = 2| —29] = = u?
2 0 -1

10.- Dados los 3 vectores: a = (1,0,—1), b =(0,2,—-1) y ¢ = (2,0,0). Halla:

a) Valor absoluto del producto mixto de a, b y c y da su significado geométrico.
b) Angulo que forman by c.
c) Razona si {a, b, c} forman una base y, en caso afirmativo, halla las coordenadas del vector u = (1, —2,0) en dicha base.

Solucién
1 0 -1 0 -1

a) [a,b,c]=a.(bxc)=[0 2 —-1|=2 | 2 1 | = 2(0 — (—=2)) = 4 Valor absoluto |4| = 4 Coincide con el
2 0 O

volumen del paralelepipedo definido por los tres vectores.

be 0.24+2.0+(=1).0 0
Ibllel  JoZ+22+(-1)24/22+02+02 V5.2

0

b) Angulo a partir del producto escalar: b -c = |b| - |c|.cosa = cosa =

Sicosa =0, = o = arc cos(0) = 90°

c) Siel determinante es distinto de cero, los vectores son linealmente independientes.

10 -1 0 1
02 -1 =2|2 _1|=2(0—(—2))=4¢0
2 0 0

Y como estamos en R3 los vectores forman una base. Esto significa que cualquier otro vector se puede expresar como
combinacidn lineal de ellos. Si queremos hallar las coordenadas de u = (1, —2,0) respecto de la base, escribimos:

(1,-2,0) = a(1,0,—1) + B(0,2,—1) + A(2,0,0) y obtenemos los pardmetros

a+21=1
23 = -2 }:> f=-1; a=1; A=0que son las coordenadas buscadas.
—a—f£=0

11.- Halla un vector unitario que tenga la misma direccién que u = (1,1, —2)

u . .
Dado un vector u, entonces el vector — es unitario.

u]

Médulode u: |u| = /12 +12 + (-2)2 =6

1 1 1 -2 . ) . .,
Por tanto, NG 11,-2) = (ﬁ'\/_g'ﬁ) sera unitario (modulo1) y de la misma direccidn que u.

13.- Prueba que el producto escalar de dos vectores u y v, es igual al médulo de uno de ellos por la proyeccién del otro
sobre el.

Solucién: u-v = |u| - |v| - cosa 0OA = |v| - cos @ = proy.de v sobre u

luego u.v = ||u|| -0A

En el caso de que el angulo sea obtuso se obtiene : u >

Los angulos a y B son suplementarios

portanto,cosa = —cosff u-v=|ul-|v|-cosa

|[v| - cosa = —|v| cos § = —0OA donde OA es la proyeccién de v sobre u -
>

es decir, u - v = —|u|. 0A v

Observacion: Cuando el producto escalar es positivo, el dngulo es agudo, cuando el producto es negativo, el dngulo es
obtuso.
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| 14.- Halla la proyeccidn ortogonal del vector u = (1, —1,3) sobre v = (1,2,2)

Solucion:

u-v=1-1+4+(-1)-2+3-2=>5— Elangulo que forman los vectores es agudo (+)

lv| =V1Z+ 22+ 22 =3

5 v=(1,22)
uv=|Il-x=5=3-x=x =§(quees la medida del segmento x) >
Dividimos el vector v por su médulo para obtener el unitario: [v| = V12 + 22 + 22 = 3; — = 1(1,2,2) = 3,3,3

v~ 3 3’3’3
Finalmente, el vector unitario obtenido lo multiplicamos por 5/3: proy.deusobrev = X = z(g,g,g) = (g.%.%)

15. Estudia si los cuatro puntos A(1, 2, -1), B(1, 3, 0), C(0, 0, 1) y D(0, 2, 4) son coplanarios.

Solucion:
12 Hallar la ecuacién del plano determinado por los tres primeros puntos: con el punto A(1,2, —1),

y los vectores A_B) =(0,1,1), y A_C> = (—1,—2,2) hacemos el determinante:
x—1 y—-2 z+1
0 1 1 [=0=24x—-y+2z—1=0
-1 -2 2
29 Sustituimos el punto D(0, 2, 4) en la ecuacidn del plano. Si verifica la ecuacidn, son coplanarios. En caso contrario,
forman un tetraedro: como: 4:-0—1-2+1-4—1 # 0, por tanto, los puntos no estan en el mismo plano.

16. Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos A(0, 1, 0), B(0,1, 1) y C(1, 2, 1)

Solucion:
— — — —
Hallamos los vectores ABy AC:  AB = (0,0,1) AC=(1,1,1)

. . . . ¢ 1,73
Como el médulo del producto vectorial es un paralelogramo, aplicamos la férmula:  Area = 5 [|AB x AC ||

Z(éx?l?=((1’ 1||i (1)||(1’ (1)|)=(—1,1,0)—'||1ﬁ><ﬁ||=1/(—1)2+12+02=\/§—'A'rea=%\/§u2

17. Calcula el punto simétricoa A (1,2,3) sobre B (1,0,1)

Solucion:

—
Meétodo 1: Sumando el vector AB(0,-2,-2) al punto B: A’ =(0,-2,-2) +(1,0,1) =1,-2,-1

Meétodo 2: Utilizando la formula del punto medio: M (1% ,2% ,322) =1,0,1 — Despejando: x=1,y=-2,z=-1

Ejercicios de vectores con solucion
1.- Determinar los valores del paréametro a, para los cuales forman base de R los vectores (a, 1,—2), (1,a,2) y (2a,1,0)
Sol. Para todo valor de a distinto de ]/2 yde-1

2.- En el conjunto R? se consideran los vectores siguientes: u = (1,2,—1), v = (3,-2,0) yw = (-7,10,-2)
Prueba que son linealmente dependientes y encuentra la relacidon de dependencia.
Sol. Basta comprobar que el determinante es nulo: 2(1,2,—1) — 3(3,-2,0) — (—=7,10,-2) = (0,0,0)

3.- Sean los siguientes vectores de R3:u = (1,2,—1),v = (1,-1,1) y w = (2,5a,-3a) Determina el valor numérico del parémetro a para
que sean linealmente dependientes y encuentra una relacién de dependencia.

Sol. Igualar a 0 el determinante: a=2 : 4(1,2,-1) — 2(1,-1,1) — 2(2,10,—6) = (0,0,0)

4.- Dados los vectores A = (a,8,4), B = (-1,2,0) y C = (0,1,2). Halla los valores de a para que A se pueda expresar como combinacién
lineal de By de C Sol.a=-3

5.- Determina la expresién general de los vectores de R® que son combinacién lineal de los vectores (1,2,—1) y ((4,1,1)
Sol. (a +4B,2a+ F,—a+p)

6.- Los vectoresa = —i + 2k, b = 2i + j — kyc = i + 2j + 2k estadn expresados en una base ortonormal.

Calcula:a X b;a X (c X a) ya.(a X b) Sol.axb=-2i+5j—k;ax(cxa)=8i+10j+4k; a.(axb)=0
7.-Seanuyvtales que |u| = 2, |v| = 1y que forman un édngulo de 452.

Calcula A de modo que u + Av sea perpendicular a u. Sol. 1 = —2v2

8.- dados los vectores v = (2,5,—1) y u = (1,0,3), halla la proyeccién ortogonal de v sobre u. Sol.x = (% 0,1—;)

9.- Dados los vectores a = (1,2,1), b = (3,1,—2) yc = (4,—1,0), determina: Su producto mixto y el volumen del paralelepipedo
determinado por ellos. Sol. [a,b,c] =-25 V =25u?
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Ecuaciones de la recta y del plano en 3D

Ecuaciones de la recta:

Vectorial: (x,y,z) = (px, Dy, pz) + 21 (v,v3,v3) (1 punto P + A vector)
X=pyt+Ad-vg

Paramétricas: y=p,+t1-v,
Z=p,+A-v,

. X—p y—p Z—p

Continua: L= Y ==
V1 V2 U3

General: No existe, pero de la continua podemos obtener un sistema 2 ecuaciones como la

interseccion de 2 planos (cartesianas)

Ecuaciones del Plano
Ec. Vectorial (X, ¥, 2) = (Dx) Py, P2) + A(Uq, Uz, U3) + W(V1, Vo, V3)
x =p, +Aug +puvy
Ec. Paramétricas y =D, +Au; +uv,
z=p,+ Auz +uvs
Ec. General. Ax+By+Cz+ D =0; Cartesiana: Ax + By + Cz = D El plano no tiene ec. continua

— A, By C coincide con el vector asociado (perpendicular) al plano
X—DPx U Vg

Se obtiene haciendo el determinante: [Y — Py Uz V2(=0
Z—pz; Uz V3

6 con el producto vectorial obtenemos A, B, Cy sustituyendo el punto para obtener D

Ejemplo. Plano que pasa por tres puntos

Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(2, 1, 3), B(3,3,2)y C(3,2,5)
= Obtenemos los vectores: & = AB =(1,2,-1) y B =AC=(1,1,2)
= Elegimos, por ejemplo, el punto A(2, 1, 3)

x—2 y—-1 z-3
= Desarrollando el determinante: 1 2 -1
1 1 2

=0 —- 5x—3y—-z—-4=0

Posiciones relativas

Rectas coincidentes Rectas paralelas

Posicion relativa de las rectas

Segun sus vectores directores L L
.- Sisus vectores directores son proporcionales: 4 1y S

Rectas paralelas o coincidentes.

Para saber si son coincidentes: A_n_ % A_n_%
Coger un punto P de la recta r y sustituir en la otra recta. W W W W W
y el punto P verifica las pero el punto P no verifica
ecuaciones de la recta s las ecuaciones de la recta s
22, Si sus vectores de direccidn no son proporcionales:

Las rectas se cortan o se cruzan.

Meétodo 1: Si el volumen del paralepipedo formado es 0 ” S
Con los puntos P(xg,¥0,Z9) Y Q(x1,¥1,21) obtenemos el vector P_Q) 92
Hacemos el producto mixto. Si no tiene altura (0), los 2 vectores son coplanarios

121 %) V3 Rectas que se cortan
Determinante: Wy w» W3 =0 — Secortan
X1 =X Y1—Yo Z1— 2o i F/P‘/ ;
Si el determinante # 0 — Se cruzan
Método 2: Obtener el punto de interseccion del sistema de ecuaciones. S\"'%

Si es incompatible se cruzan.
Rectas que se cruzan
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Segun el rango:

Comparamos el rango formado por los 2 vectores y del ampliado con el vector AB:
+ rango(u, v)=rangolu, v, AB)=1 — Coincidentes

+ rango(u, vj=1 =rango(u, E,E}zz — Paralelas

* rango{u, vl=2=rango(u, GJE} — Secantes

* rango(u, v)=2 <rango(u, EJE}Z?) > Se cruzan

Ejercicio: Estudia la pos. Relativa de las rectas.
x=2-31 x=1-121
r:{y =3+451 S:{y =21
z=2 z=5
Posicion relativa: Como los vectores (-3, 5, 1) y (-1, 2, 0) no son proporcionales, las rectas se cortan o se cruzan.
Un punto de res A(2, 3, 0) y un punto de s es B(1, 0, 5), por tanto, A_B) =(-1,-3,5)

-3 5 1
-1 2 0|=-30+3+2+25=0— Lasrectas se cortan (secantes).
-1 -3 5

Punto de corte: Si hay un punto de corte, existe un punto comun. Por igualacidn, igualamos las coordenadas de las dos
ecuaciones paramétricas, (antes cambiar el nombre de uno de los pardmetros)

2-31=1—-yu
{3+5/1=2y — yseobtieneA=5 ; pu=14.
A=5

Sustituyendo A =5 en la primera ecuacién o p = 14 en la segunda, obtenemos el punto de corte: P(-3, 28, 5)

Posicion relativa de una recta y un plano

Método 1: En forma general, estudiar sus ecuaciones:
Sist. Comp. Indeterminado Sist. Incompatible Sist. Comp. Determinado

= A

Método 2: Con la recta en ec. paramétricas, sustituimos su ecuacién en el plano
e Si0 =0, desapareciendo A, todos los puntos de la recta son soluciones validas = contenida.
e Sillegamos al absurdo 0 = k, no hay soluciéon — la recta es exterior
e SiA =k, larecta corta al plano en un punto. Dicho punto se obtiene sustituyendo el valor de A en la recta.

Posicion relativa de dos planos
m=Ax+By+Cz+D =0
n=Ax+By+Cz+D =0

= SiRang(M) =Rang (M’) = 1 Sist. Comp. Indet. — coincidentes. E

Dados los planos { Estudiamos el rango de la matriz M = ( . , .

= SiRang(M) < Rang (M’) = Sist. Incompatible — paralelos. T
= SiRang(M) = Rang (M’) = 2 Sist. Comp. Indet. — secantes. m B
Ejemplo:

Estudia la posicion relativa de los planosty:x +y+z+1=0 y m:x+ 2z =0.
Si se cortan, la ec. de la recta en para métrica

Sol: G (1) %) vemos a simple vista, que los vectores no son proporcionales, — los planos se cortan en una recta.
-, x+y+z+1=0
Para hallar la ecuacién de la recta: { xy-i— 27 =0 hacemos z =4 y entonces resulta x = —24.
x=—-21
Sustituyendo en la primera ecuacién se obtiene y = —1 + A La recta interseccidn, en paramétricas, es: {y = -1+ A
z=21

Opciodn b) Dando 2 valores a z (z=0 y z=1) en el sistema, obtenemos dos puntos de la recta.
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Posicion relativa de tres planos
Dados los planos: m=Ax+By+Cz+D=0;1 =Ax+By+Cz+D =0;n"=Ax+By+C'z+D" =0,
Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada:

A B C A B C D
M=|4A B C |, Mx=(A B (¢ D

A" B C A" B ¢ D"
/ m=r=r / n r
/ / iy / 1<

/ T[ll

rang(M)=rang(M*)=1 rang(M)=1; Tang(M*)=2

rang(M)=rang(M*)=2

rang(M)=2
rang(M*)=3

Hay dos planos
paralelos, es decir,
con coeficientes
proporcionales.

TCV
\
rang(M)=2; rang(M*)=3 \/
Los planos se cortan dos a dos.

rang(M)=rang(M*)=3=numero de incognitas
Sistema compatible determinado, solucion tnica
Los planos se cortan en el punto P.

"

3 planos coincidentes: R(M)=1 R(M*)=1
2 planos coincidentes y uno secante: R(M)=2 R(M*)=2
2 planos coincidentes y uno paralelo: R(M)=1 R(M*)=2

Ejemplos:
1. Estudia la posicidn relativa de los planos: mi2x+y—z+6=0
my:3x—y+z+5=0

maidx +2y—2z+1=0

Método de los coef. Proporcionales:

2 1 -1
Como en la matriz (3 -1 1 ), la tercera fila es el doble de la primera, coeficientes proporcionales, luego los
4 2 =2

planos 71 y 73 son paralelos. Por otra parte, el plano 72 es secante con w1y también con 73

)
Método a través del rango. ;

El rango de la matriz de coeficientes R(M) = 2, mientras que el rango de la matriz ampliada R(M*)=3. -
Ademas, como hay dos planos paralelos, la posicion es la que hemos dibujado — / ;

2. Halla el valor de k para que los planos x +y + z = 2;2x + 3y + z = 3y kx + 10y + 4z = 11, se corten en una recta.

Se ha de verificar que rang(M) = rang(M *) = 2 Aplicando el método de Gauss:

1 1 1 2 1 1 1 2 11 1 2
(2 3 1 3 >~<O 1 -1 -1 >~<0 1 -1 -1 )
E 10 4 11 0 10—k 4-k 11-2k 0 0 14-2k 21-3k

Para que el rango sea 2 se deba anular la dltima fila: 14-2K=0 — k=14/2 > k=7
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Haz de planos v
Ax+By+(Cz+D =0

Dada unarectar: {A'x +By+Cz+D =0

se llama haz de planos secantes de arista r, al conjunto de todos los planos que pasan por r. El haz de
planos viene definido por la siguiente ecuacion:

a(Ax + By + Cz+ D)+ B(Ax+By+Cz+D") =0 es decir, es la combinacién lineal de los dos
planos que determinan la recta r.

Eiemplo:
., . (2x—y+3=0
Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r: {3x Yy +z-2=0 // \\

x-1 y-3 zZ+1
y es paralelo a la recta s: =5 =3
Haz de planos que pasaporr:2x —y +3+ A(3x + y + z— 2) = 0 o bien,
CH+3)x+(-1+Dy+21z4+(3-24) =0
Si es paralelo a s, los vectores (—1,2,—1) y (2 + 34, —1 + 4, 1) son perpendiculares, por tanto, el producto escalar es
nulo: =12 +31)+2(-1+1)-13-21) =0

Resolviendo la ecuacién obtenemos A = —2. Sustituyendo en la ecuacién del haz, obtenemos 4x + 3y +2z—-7 =0

Ejercicios resueltos

1.- Sea el plano m: 3x — 5y + z — 2 = 0. Halla la ecuacién del plano 7, paralelo al anterior, que contiene al punto
A(-3I 21 4)

Sol: Laecuacion del plano ' tendrad laforma:3x —5y+z+D =0
Sustituimos el punto A en la ecuacién del plano "y obtenemos D: 3(—=3) =52+ 4+D =0 =D=15
entonces :3x — 5y + z + 15 = 0 es el plano buscado.

2.- Dada la recta r definida por la interseccidn de dos planos, escribe su ecuacion en forma paramétrica.
2x—y—2z—2=0

7ﬂ'{x+y—z—1=0

=14+1
) . S . . 2x—y=2+22 B S .x_
Soll: Haciendo: z = A se obtiene el sistema: X4y =141 } x=1+21; y=0, portanto r: y—;)
Z:

Sol2: Dar 2 valores a x y obtener 2 puntos Ay B. Ej: (0,0,-3) y =(0,4,0) luego obtener el vector AB
Sol3: Obtener el vector director de la recta del producto vectorial de los vectores asociados (2,-1,-2)x(1,1,-1) y un punto arbitrario dando
a x un valor.

3.- Estudia la posicion relativa de larectax — 1 = yz;z = ?y el plano de ecuaciéon 2x + 4y —z+4 =0
., ., x=1+21
Sol: Poner la recta en ec. paramétricas: x — 1 = yT = ZT =1= {y=2+21
z=2+41

Sustituir en la ecuacién del plano: 2(1+ A1) +4(2+ 21— (2+41)+4 = 0= A=-2 haysol.
La rectay el plano se cortan en un punto P de coordenadas (1 — 2,2 + 2(—2),2 + 4(—2)), es decir P(—1,—2,—6)
Sol 2: Desdoblar la ec. de la recta continua en 2 implicitas y hacer un sistema con la ec del plano:

2 -1 0
2x-y =0 ;4x-z2-2=0;2x+4y-z=-4como|4 0 —1| # 0 — Cortaal plano
2 4 0

4.- Halla la posicion relativa de los tres planos siguientes:
m:2x—y+3z=11
My X+y—2z=6
m3:x —5y+9z =4

Sol: Podemos hacerlo por el método de Gauss: Tc—|
“’ r

1 1 -1 6 1 1 -1 6 1 1 -1 6
(2 -1 3 11>~<0 -3 5 —1>~<0 -3 5 —1> 4 '
1 -5 9 4 0 -6 10 -2 0 0 0 0 L 7
rang(M)=rang(M*)=2

Rang(M) = Rang(M*) =2 — Compatible indeterminado — Planos secantes. Los tres planos se cortan en una recta.
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5.- Dadas las rectas r: g = yT_l = % y s:(x,y,z) = (2,1,1) + A(3, —1,3), encuentra el plano que pasa por r y paralelo a s.

Opcidn 1: Utilizamos el punto de la recta r y los vectores de cada una de las dos rectas:

x y—-1 z
3 0 1|=0=3(y—1)—-3z+3x—9(y — 1) = 0 simplificando obtenemos: x — 6y —3z+6 =0
3 -1 3

Opcidn 2: Hacer primero el producto vectorial de los vectores directores de las rectas para obtener un vector asociado al plano, que
coincidira con los coeficientes A, By C de la ec. general del plano. Luego, sustituir el punto para obtener el coeficiente D.

6.- Halla la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A(2, -1, 0) y se apoya en las rectas
fx—y+3z=4

X
'{x—y+z=2 s.g—y+2—1—z

Solucién:
Plano que pasa por Ay contienealarectar: x —y+3z—4+4+ a(x —y + z — 2) = 0 (Haz de planos)
Y como pasa por A(2,-1,0), 2+ 1 -4+ a(2+1—-2) = 0= a =1, por tanto,
x—y+3z—4+1(x—y+2z—2)=0,esdecir,x—y+2z—3=0
x—3y—6=0
x+3z—-3=0
x—=3y—6+a(x+3z—3) =0 Ycomo pasa por A(2,-1,0), 2+ 3 — 6+ a(2 — 3) = 0 = o =—1, por tanto,
x—3y—6—1(x+3z—3)=0,esdecir,=>y+z+1=0

Plano que pasa por Ay contiene as: Expresamos primeramente la recta s en forma implicita: s:{

x—y+2z—-3=0

La recta pedida viene dada como interseccion de los dos planos obtenidos: {y tz41=0

7.- Calcula k para que se corten las siguientes rectas y averigua en qué punto lo hacen:
x+2y+z=3 2x+y =2

r'{x—Sy—z=—1 S'{x+y+kz=5

Solucién: Necesitamos el vector y el punto de cada recta: Podriamos cambiar z por A o podemos simplificar primero:

2 =3
xtiy+z }:2x—3y=2.Sihacemosyz2k,x:1+3k

Ecuaciones paramétricas de la rectar:
x—5y—z=-1

x=1+31
Sustituyendo en la 12 ecuacién, z = 2 — 7A, por tanto: 11y = 21
z=2-T71
Ecuaci ctricas de larectas: 21TV = 2 } —x+kz=3.5ih =mx=-3+k
cuaciones paramétricas de la recta s: x+y+kz=5 = —X 7z = 3.Sihacemosz=p, x = u
x =-3+ku
Sustituyendo en la 12 ecuacién, y = 8 — 2kyu, por tanto,  s: {y =8 —2ku
zZ=U
Un punto y un vector de larectar: P(1,0,2); u = (3,2,-7)
Un punto y un vector de la recta s: Q(—3,8,0); v = (k,—2k, 1)
Hallamos el vector que une los dos puntos: P_Q> = (—4,8,-2)
-4 8 2
Finalmente, igualamos a cero el determinante formado por los tres vectores: | 3 2 -7 =0.
k -2k 1

Resolviendo la ecuacion se obtiene k = 2.
El punto de interseccion lo podemos obtener igualando las dos ecuaciones y resolviendo el sistema formado:
x=1+31 x=-=3+4+2u 14+31=-3+2u 31— 2u=—4) 61—4u=-8
riqy = 21 sdy=8—-4uy = 21=8-4yu _.2/1+4H=8 }32/1+4M=8
z=2-71 zZ=U 2—7A=u
El punto de corte se obtiene llevando el valor de A obtenido a la ecuacién de la recta r: Punto de corte: (1,0, 2)

}:>/1=0

8.- Consideremos las rectas de ecuaciones
x+y—z+3=0 y-3 z
: : 1=—==
i 1ag Sxt1=%E=t
a) Hallan paraqueryssean paralelas.

b) Con el valor de n obtenido, determina la ecuacidn del plano que contiene ambas rectas.

Solucion: r
a) Expresaremos la recta r en paramétricas, haciendox = A: y=-24+1; z=1+421
x =1 u=(1,1,2)
T {x ty-z+3=0 =7r:qy =—2+ 1 ysuvectores:u = (1,1,2) P (0,-2,1)
—2x+z—1=0 S
z=1+21

Por otra parte, sabemos ques: x +1 = 3’11;3 = %y unvectores: v = (1,n, 2) Q(-1,3,0)

. . 112
Para que sean paralelas, sus vectores directores deben ser proporcionales: 1=,=;=n= 1
n

—
b) El plano que contiene a las dos rectas, se determina por el punto Py los vectoresuy PQ = (—1,5,—1)

x y+2 z-1
1 1 2
-1 5 -1

Su ecuacion se obtiene a partir de un determinante: =0-21lx+y—-6z+8=0
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9.- Halla el valor del pardmetro a para que los planos siguientes se corten en una recta.
myi:xX—y+z=2
My:2x—y+z=3
m3:3x —y+az=+4%

Determina la ecuacién de la recta mencionada en coordenadas paramétricas.

Solucion:
Podemos aplicar el método de Gauss:

1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 -1 1 2
<2 -1 1 3>~<0 1 -1 —1>~<0 1 -1 —1)
3 -1 a 4 \0 2 a-3 -2 0 0 a—-1 0
Para que se corten en una recta se ha de verificar que rang(M) = rang(M *) = 2 y ello se verificasia — 1 = 0, es decir, cuando a =

1.
Cuando a = 1, el sistema queda de la siguiente forma:

x—y+z=2 . x—y=2-21 . ., =1
_ y si hacemos z = A, resulta —=x = 1 — rectainterseccion: r:{y = =1+ 1
y—z=-1 y=-1+1 2
7z =

10.- Sea la recta de ecuacion xT_l = yTH = ? yelplano4x +my+z—2=0

Halla el valor de m para que sean paralelos.

Meétodo 1: Ponemos la ecuacion de la recta en forma de 2 ecuaciones multiplicando en cruz la continua:
r.{4x—4=2y+10 .{Zx—y=7

2y+10=4z—-12""ly—2z=-11
2x—y=7
Para que la recta y el plano sean paralelos, el sistema debe ser incompatible. SI: {y —-2z=-11
dx+my+z=2
2 -1 0 _s
Hacemos que el rango de la matriz de coeficientessea2: [0 1 —-2[=0=24+8+4m=0=>m = >
4 m 1

Como podemos encontrar un determinante de orden 3 distinto de cero, el rango de la matriz ampliada es 3, es decir, rang(M) =
2; rang(M ) = 3 (Sistema incompatible) — La recta y el plano son paralelos.

Meétodo 2: Para que recta y plano sean paralelos, sus vectores deben ser perpendiculares = Producto escalar =0
-5

por tanto: 4~2+m~4—+1'2=0—'m=7
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DISTANCIAS Y ANGULOS EN EL ESPACIO

Vector perpendicular a un plano (vector asociado)
= Enunplanon (Ax + By + Cz + D = 0), su vector asociado n (de los coeficientes A, B, C) es perpendicular al plano.

= Dados dos puntos cualesquiera del plano: P; y P,, el producto escalar del vector FTP; -n=0 esnulo.
Ejemplo: Ecuacidn del plano que pasa por P(2, 1, 3) y es perpendicular al vector v = (—=1,3 — 2) n=(4,B,0)
El plano buscado serd —1x + 3y —2z+D =0
Sustituimos el punto P(2, 1, 3) en la ecuacién para obtener D:
(-1).24+ 3.1+ (—2).3+ D = 0, es decir, D=5. | P
luego la ecuacién del planoserd : —x + 3y —2z+5=10 I.’L__/.?

Angulos

Angulo formado por dos rectas
Angulo de dos rectas es el menor de los angulos formados por sus respectivos vectores de direccion.
De la definicién de producto escalar, se obtiene: X=Xy Y=Y, Z—Z,

JENN r. =
[u.7| |u1v1+uzvp+ugvs| u u u
cosa =—— = . ! : }
ul.|v
Il ] \/u%+u%+u§\/v%+v%+v§ o
Tomamos el valor absoluto para obtener el angulo menor. g XTX _Yon _z-z

Angulo formado por dos planos

Dosplanosm = Ax + By + Cz+ D =0yn =Ax+By+Cz+D =0,

El angulo mas pequefio que forman es igual o suplementario al que forman sus vectores asociados normales:
u=(AB,C) y ¥=(A,B,C’) (tomar el valor absoluto a fin de obtener el menor de los dngulos)

[i-v| |A.A +B.B +C.C]|
cosa = = = = =
lul.-lv]  VAZ+ B2+ C2VA?+ B2+ (2
Ejiemplos:
1. Calcula el dngulo que formado por las rectas r y s siendo:
X2 _y-3_zm4, o xol y-l 272
T T T s Sy T T
Los vectores de direccién de las respectivas rectas son 1 =(1,-1,5) y ¥ =(2,1,-1) por tanto,
[1.24(~1).145.(-1)] |2—1-5] 4 o
cosa = = =— — o=71,68

JIZ+(-1)2+52./22+12+(-1)2  V27W6 92
2. Calcula el dngulo que forman los planos w1:2x —y —3 =0 ; my:x+y—z=0

Los vectores perpendiculares a cada uno de los planos son: 1 = (2,-1,0) y ¥ =(1,1,-1) por tanto,
u v |2-140] _ 1

= u = = — g = o

cosa o] NG NeES a =75,03 i
Angulo formado por una recta y un plano A
La recta forma un angulo B complementario con el vector normal al plano. / r
a=90-B (complementarios) o sena = cos f§ = B
V.normal: n = (4,B,C) i / D o /
V director: v = (v4, U, V3) e —— .. T / /

e —— e = _a»>
— 7

Eiemplo:
Calcula el dngulo que forma la recta xT_l = yT_S = ?11 con el plano de ecuacionx +3y +z—-5=0

Vector perpendicular al plano: n=(1, 3, 1)
Vector director de larectav = (1, 2, -1)
8 [1-14+3-24+1-(-1)] |1+6-1] 6 47 60
sena = cosf = = =—>->a=47,
VI+9+1Vi+4+1 Vi1v/e V66
Recta perpendicular comun a dos rectas que se cruzan:

Meétodo 1: La recta perpendicular comun t es la interseccion de dos planos ©ly ©2.
nlcontiene a las rectas ry t (vector perpendicular a ris) = producto vectorial y un punto de r. 5
12 contiene a sy t (producto vectorial vector de s con t (vector perpendicular) y un punto de s.

Meétodo 2: Determinemos los puntos P y Q de minima distancia entre ambas rectas, puntos de interseccién de la
perpendicular comun t con las rectas r y s, respectivamente



Ofimega — Geometria 3D - 13

Distancias

Distancia entre dos puntos
Es el médulo del vector que une dichos puntos: — d(4,B) = +/(x; — %)% + (71 — ¥0)? + (21 — 2)?
Eiemplo: Distancia entre los puntos A(1, 3,0) y B(-1,2,3): d(4,B) =,/(-1—-1)2+(2-3)2+ (3-0)2 =14
Distancia de un punto a una recta
A partir de un punto arbitrario de la recta, A y su vector director v:

Meétodo 1: Es la altura del area del paralelogramo, obtenido del producto vectorial
Area paralelogramo = [producto vectorial | = base x altura

_ |APxv|

[v]
basexaltura _ dv| _ , _ 2A

2 T2 T
Meétodo 3: Calculando la distancia entre P y el punto de interseccién de una recta perpendicular que pase por P, conrr.

Meétodo 4: Usando un plano auxiliar © perpendicular a r que pase por P y hallar su interseccién conr.

|distancia = |producto vectorial| / |mddulo de v| | > |d

Meétodo 2: Es la altura del area del triangulo: Area triang =

Ejemplo:
x=2-2
Halla la distancia del punto P(1, -2, 2) a la recta dada por las siguientes ecuaciones paramétricas: y=1+221
z=-1-21

Un punto de larecta es: A(2,1,-1) — vector AP = (-1,-3,3) ; Vector director de larecta: v = (-1, 2, 1)

Producto vectorial: AP X # = (|_23 _3;|,|_31 :1 ) :1 _23|) = (-=3,—4,-5); Moddulode |¥| =6

; ; : V(=3)2+(=H?%+(-5)2 _ V50 50 25
Altura o distancia mas corta: d(P,r) = 7 =5 = \/; = \/;
Distancia de un punto a un plano P (g Yor20)
Dado el planom: Ax+ By + Cz+ D = 0y el punto P
Meétodo 1: Como el vector asociado n = (4, B, C) es perpendicular al plano.

o |d

Axg + By, +Czy+ D
d(P,n)=| 0 Yo 0 | 90°|
VAZ + B2 + (2 0

Meétodo 2: Es la distancia entre el punto P y su proyeccion ortogonal en el plano Q
n R(x,0152)

Ejemplo: Calcula la distancia del punto P(1, 2, -1) al plano 2x —y + 2z +3 =0
= |Axy + Byy + Czy + D| _ 2.1 -1.2+2(-1) + 3| =i=l
VETB i JEr it A8 3
Distancia entre dos rectas paralelas t
Es la distancia de un punto cualquiera (A) de la recta (r) a la otra recta (s)
usando la férmula: d = drea paralelogramo/ base = [d(r,s) = d(4,s) = MEJ—TM 5

Distancia entre dos rectas que se cruzan (minima)

X=X Y=y Z—Z X=X % zZ—Z
Sean: n—_==220_—-_"0 XX Y _ 274
Uq Uz usz V1 vy V3

= Método del plano paralelo que contiene a una recta:
a. Hallamos la ecuacion del plano © que contiene a la recta s y es paralelo a la recta r
X=X3 Y= Z—2
por lo que utilizaremos el punto Qv los vectores de las dos rectas: | Uz U, Uz |=0
vy v, Vs

b. Después hallamos la distancia de un punto P (x, ¥y, Zo) de la otra recta ral plano 7
= Método del volumen del paralepipedo.

Distancia= Volumen paralepipedo/ area del paralelogramo de la base
V_ol _ |ﬁ><u><v|

Distancia = producto mixto / producto vectorial = |d(r,s) = drea = Tl

= Método de la recta perpendicular comun: Con la recta perpendicular comun, se busca los puntos de interseccion

Distancia entre plano y recta paralela Es la distancia de un punto de la recta A al plano 7.

Distancia entre planos paralelos:

|D2—D1|
VAZ+R2+(2

m:Ax+By+Cz+D; =0 y m:Ax+By+Cz+D,=0—-|d =
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Ejemplos:
x=5+1 x=2+31
Posicion relativa comprobando que se cruzan y distancia minima de las rectas r: [y =-1 y s: {y =2-1
z=8+421 z==1+4+44

de r: un punto P(5, -1, 8) y un vector 1 = (1, 0, 2)

N
de s:un punto Q(2, 2, —1) y un vector ¥ = (3, -1,4) ; Vector PQ = (-3,3,-9)
Producto mixto:

1 0 2 x—2 y—=2 z+1
3 -1 4(=9+4+18-6—-12=9 #0, »secruzan.| 1 0 2 |=0— Plano:2x+2y-z+9=0
-3 3 -9 -1 4

3
|2.5+2(-1)-849 _ 9

i 3o

Distancia del punto (5, —1, 8) al plano hallado: d =

Ejercicios resueltos

1.- Halla la distancia del punto P(12,-1,1) a la recta r que pasa por A(1,1,1) y tiene como vector de direccion al vector
v =(3,4,0)

Meétodo 1: A(LLLD)  G(1+3A,1+42,1) =(3.4.0
x=1+31 . . A CLIUNS
Ecuacién delarectar:qy =1 + 41 . :
z=1 .. °d

“op 12,-1,1
G (x,y,z) punto genérico de la recta. o )

Para que P_G) sea un vector perpendicular a la recta, ha de cumplir que P_G) cv=0=>1+341+44,1)-(340)=0

—
(producto escalar nulo) y se obtiene A =1 y el vector perpendicular a la recta ser3, por tanto, PG = (—8,6,0)

—_—
la distancia buscada es el médulo del vector PG: d = /(—8)%? + 62 + 02 = 10 P(x,1,7)
Meétodo 2:
) |APx3| — . d
Conlaférmula: d = o donde A(1,1,1), P(12,-1,1) 2AP=-11,2,0 y v = (3,4,0) . p
e ~
|3l = V3+16 = 5; | AP X #| =50 — d=50/5 =10 Aoz v=01120)

2.- Determina las ecuaciones vectorial, paramétricas y general del plano determinado por los puntos A(1,0,0), B(2,-1,2) y
C(5,-1,1). Halla la distancia del punto P(2,7,3) al plano hallado.

Solucion:
—

Elegimos, por ejemplo, el punto A(1,0,0) y formamos los vectores Zﬁ =(1,-1,2)yAC =(4,-11)

x=1+11+4u x—1 y z
Ecuaciones paramétricas: m:4y = 0 — 11 — 1p  Ecuacidn general: | 1 -1 2|=0
z=0+21+1u 4 -1 1

Desarrollando el determinante se obtienem:x + 7y +3z—1=10

La distancia del punto P(2,7,3) al plano hallado, se obtiene aplicando la formula
|Axg + Byo +Czy+D| [1-247-74+3-3—-1] 59

d(P,m) = =
(P.m) VA2 + B% + C? V12 + 7% 4+ 32 V60
3.- Determina un punto P de la recta r: x2;1 = yTH = g
x=-3+41
que equidiste de los planos my:x+y+2z+3=0 vy 7'[2:{}1 =—A1+u
z=—-6+u

Solucion:
Expresamos el plano , en forma cartesiana:

x+3 y z+6
1 -1 0 [=0=>mx+y—2z—-3=0
0 1 1

Pasando a paramétricas la recta, obtenemos un punto genérico: P(1 + 24,—1 + 4, 31)
Como d(P, ;) = d(P, m;), resulta:

[1.(142)+1.(-1+A)+1.32+3| _ [1.(1+2)+1.(-1+A)-1.31-3|
Jiz+12112 - JI2+12+(-1)2
. l6A+3] _ |-3| . _ {6/1 +3=3
con lo que se obtiene 5 =5 decir, |64 + 3| = 3= C6l—-3=3
De la primera ecuacion obtenemos 1 = 0 y de la segunda A = —1

Llevando los valores de A al punto genérico obtenemos dos puntos que equidistan de los planos dados: P(—1,—-2,—-3)y
P'(1,-1,0)
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=2z—-3
4.- dado el plano ©t de ecuacién x + 2y + 3z — 1 = 0, la recta r de ecuacién r: {; _ ZZ+ R el punto P(2,1,1), calcula:

a) Ecuacion de la recta que pasa por Py es perpendiculara ©
b) Ecuacion del plano que pasa por Py es perpendicularar

Solucion:
a) El vector caracteristico del plano es un vector director de la recta, es decir, v = (1,2,3)
Y teniendo en cuenta que la recta pasa por P(2,1,1): ? = yT_l = %1
x=-3+421
b) En la rectar, hacemos z = 1y queda de la siguiente forma: r: {y =442
z=21

El vector director de la recta es un vector caracteristico del plano buscado.
2x+y+z+D=0

Como el plano contiene al punto P(2,1,1),22+14+1+D =0=D=-6

Ecuacion del plano que pasa por Py es perpendicularar:2x+y+z—6 =0

5.- Halla el simétrico del punto A(0,1,-2) respecto al plano de ecuaciéon m:2x —y—z+5=0

Solucion: AQL2)
. . X y-1 Z+2
Vector normal del plano: n = (2, —1, —1) sera el vector director de la recta: ST T A

x =21
Ec paramétricarecta:yy =1 — 1 M
z=-2-1 i

Ecplano:m:2x —y—z+5=0
La interseccidn de la recta y el plano nos da las coordenadas del punto M:
2:20-(1—-2)—=(-2—-21)+5=0= 1= —1->Sustituyendo A en la ecuacion de la recta: M(—2,2,—1)
El punto M es el punto medio del segmento AA: Mx = (Ax + A’x )/2 ; My = (Ax+A’y) /2 ; Mz = (Az+A'z) /2

L
AX,Y,2)

I ! — ! , ’
"= 2mx'=—4 =25y =3 ZL=-1=7=0 > PuntosimétricoA'(—4,3,0)
e sl e X y-3 z—2
6.- Halla el simétrico de A(2,0,1) respecto de la recta P
Buscamos la interseccién M mediante un plano perpendicular a la recta y que pase por A: AW1,-2)

Como tienen el mismo vector: 2x —y+z+D =0

Como dicho plano contiene al puntoA: 2:-24+14+D=0=D=-5
El plano tiene de ecuacién m: 2x —y+z—-5=0

-M
x =21 E
Ecuacion de la recta dada en paramétricas: % = % = ? =1=4Jy=3-1
z=2+4+A
La interseccion de larectay el planonosdael puntoM: 44 -3+ A1+24+A1-5=0=1=1 A';x’,y’,z’)

Llevando A a la recta obtenemos: M (4,2,3)
Como M es el punto medio de Ay 4, aplicamos las férmulas del punto medio:

2+x 0% =2=y' =4 2 -3-,=5 - Simétrico: A'(6,4,5)

A
Opcion 2: hallar el vector perpendicular desde la proyeccién de un punto cualquiera de la recta hasta
Ay que sea perpendicular. F,

=4=x' =6

. a . _ _ (2x—y =0
7.- Determina el angulo que forman el planom: x + 2y —3z+4 =0y larectar: {3x +27 =12
i) A
Aplicamos la férmula sena = m donden = (4,B,C)yv = (vq,V,,V3) A
. r
En primer lugar ponemos la recta en paramétricas: /
(2x—y =0 _ . _ _ I B :
r.{3x+22212:>y—2x,haC|endox—A,y—2/1 / o /
Y de la 22 ecuacion obtenemos z: 64 + 2z = 12—z =6 — 31 / /
x=21
La recta r queda de la siguiente forma: r:yy = 214 donde v = (1,2, -3) -
z=6-—31
Ycomon = (1,2,—3) = sena = vl _ [144+9] =1=a = arcsenl = 902

[Inl|[Ivl] ~ Vi+a+oi+a+o
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8.- Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1,1,1) y B(0,2,0). El centro del paralelogramo es O (0,0,1).
Se pide:

a) Las coordenadas de los otros dos vértices.

b) Ecuacidn del plano que contiene al paralelogramo

c) Area del paralelogramo.

Solucion:
a) Aplicando las férmulas de las coordenadas del punto medio de un segmento,
1+x 1+ 1+z
oo =-1;, "B =0y =1, 2 =12z =1 V= @1
2 2 2

Coordenadasde C: C(—1,—1,1) de D(0,-2,2) \A/(;Vi)
N N v
b) Ecuacién del plano: 0A = (1,1,0); OB = (0,2,-1)

__—) _) . . .
Con el punto Oy los vectores OA y OB podemos escribir su ecuacion:

x y z—1
1 1 0 |=0=>x—-y—2z+2=0
0 2 -1

p —  — — —
d) Elarea del paralelogramo: Area = |AD X AB| como AD = (-1,-3,1) y AB=(-1,1,—-1)

mxag=(7 LS DS T)=e-za-e - drea= 2R e (-4 =VaEE

9.- Halla la ecuacién del plano m que es perpendicular a my: x — 6y + z = 0 y contiene a la recta interseccién de los planos:

x=2+21
My:dx —2y+z=2y n3:{y:2+l+y
z=1+21+2u
x—2 y—-2 z-1
Solucién: Ecuacion general de m5: 1 1 1 [=0=>x—-2y+2z+1=0
1 2

A .{4x—2y+z—2=0
MO 2y +2z+1=0
Sumando se obtienex =1

4x -2y +z—-2=0

ue pasamos a paramétricas resolviendo el sistema:
quep P {—x+2y—z—1=0

x=1
Sustituyendo en una de las dos ecuaciones resulta z = 2y — 2y haciendoy =A: m, N 7m3: {y =1
z=—-2+21

Un punto del plano buscado puede ser el de la recta interseccién: (1,0,-2) Los dos vectores que necesitamos seran:
o El vector director de la recta interseccién: v = (0,1,2)
o El vector caracteristico del plano y: w = (1,—6,1)

x—1 y z+2
Ecuacién del plano m: 0 1 2 |=0=13x+2y—-2z—-15=0
1 -6 1

10.- Halla la ecuacioén del plano t que es perpendicular a los planos m;: 2z + 3y + z = 1,y m,: 6x + 3y + 2z = 3 sabiendo
gue pasa por el punto A(4,1,2).

Solucion: Para determinar un plano necesitamos: Un punto y Dos vectores paralelos al plano y no paralelos entre si.
El punto lo tenemos. Los vectores caracteristicos de ; y m,, v = (2,3,1) y w = (6,3,2), son validos:
x—4 y—-1 z-2
2 3 1
6 3 2

=0 26(x—4)+6(y—1)+6(z—2)—18(z—2)—3(x—4) —4(y—-1)=0

m 3x+2y—12z+10=0

11.- Determina la constante a, para que el plano de ecuacién ax + y + z = 2 forme un angulo de nt/3 radianes con el plano
z=0

Solucion:
Un vector caracteristico del plano ax + y +z =2esn = (a,1,1)
Un vector caracteristico del plano z=0,esn’ = (0,0,1)

[n.n|

Aplicando la férmula cos a = TS resulta:
nil.||m
T a.0+1.0+1.0 1 1
cos—= l l c=——=Vat+2=22ad?+2=4=a=+V2
3 Ja2+12+12/02+02+12 ~ 2 yJaZ+2
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x—2 -1 z x+1 +2 z—1
12.- dadas las rectas r: —= = == = ;85— = e
3 -2 1 2 -1 2

a) Halla la distancia entre las dos rectas
b) Determina la ecuacién de la perpendicular comun a las dos rectas.

Solucidn:
a) Plano que contiene a larecta sy es paraleloar: (zona sombreada)
x+1 y+2 z—-1
3 -2 1 [=0=3x+4y—-2z+12=0
2 -1 2
Un punto de la recta r es P(2,1,0)

Dixy,y,2) Qx,y,,2)

ALY B20)

|6+4+12| 22

Ahora calculamos la distancia del punto P al plano hallado: d = NeEviavanchai.

b) la perpendicular comun podemos expresarla por la interseccién de los dos planos que contienen a
cada una de las dos caras sombreadas:
v = 3,—2,1) es un vector director de r w = (2,—1,2) es un vector director de s
El vector v X w es perpendicular a cada uno de los vectores dados:

i j ok x—2 y—-2 z x+1 y+2 z-1
3 -2 1|=-3i—-4+k=(-3,-41)—>m:| 3 -2 1|=0; my:| 2 -1 2 |=0
2 -1 2 -2 -4 1 -3 —4 1

Ejercicios Distancias y angulos

x=1-t¢ x=t
1.-Estudiasilasrectasr:yy =1 —t s:{y =14t secruzan o se cortan en el espacio. Encuentra la distancia entre ellas.
z=2 z=2-t
Solucion: Escogemos un punto y un vector de cada recta.
Como el determinante formado por el vector que uno los puntos de ambas rectas y los vectores directores es distinto de cero, las
rectas se cruzan. Distancia entrerys: V2

x—2y=-1 x—2z=5
2.- Se dan las rectas r: { y s: {
y—z=1 x—y—z=1
a) Investiga si son paralelas.
b) En caso afirmativo, halla la ecuacién del plano que las contiene

Solucion:
Hacemos z = Ay las expresamos en paramétricas.
a) Las rectas son paralelas porque los vectores directores son proporcionales y los puntos no satisfacen
b) Escogemos un punto de cada recta y formamos el vector que une ambos puntos.
Con dicho vector, un vector director de una de ellas y uno de los dos puntos que conocemos, escribimos la ecuacién del plano:
3x—4y—-2z+1=0

. . sae +1
3.- Determina las coordenadas del punto simétrico de A(-3,1,-7), respecto de la recta xT =—=—
Solucion:
Hallamos un plano perpendicular a la recta que pasa por A.

A continuacion, buscamos la interseccién de la recta y el plano. El punto de interseccidon es el punto medio de Ay su simétrico A’
A'(=3,-3,-3)

x z x+2 -1 z-1 . . . ..
4.- Las rectas 5= _14 =y = y__l = = secruzanen el espacio. Calcula la distancia entre ellas y la ecuacién de la recta

perpendicular comln a ambas rectas.

x =—42
. 14 . ,
Solucién: d = - Recta perpendicular comuin: {y = 1
; z=>51
. . x-1 -1 z—-1 x—5 -2 z—1 .,
5.- Halla la distancia entre las rectas = yT =0 s/ = yT =—-  Solucién: V3

6.- Comprueba que la recta ? = % es paralela al plano x + 2y + 3z = 0y halla la distancia de la recta al plano.

Sol: Producto escalar del vector director de la recta y del vector asoc. del plano ha de ser nulo. (Condicién de paralelismo de rectay plano) d =

Bl
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7.- Halla la recta que pasa por A(1,0,2) y es paralela alos planosx — 2y +3z+1=0y2x—-3y+2z+6=0

.. x-1 y z=2
Solucion: — === —
7 5 1

x+y—z=4 x .
8.- Las rectas r: : 4 Secruzanen el espacio.

x+2y=7 5 y=-
Escribe las ecuaciones paramétricas de ambas rectas.

Halla un punto de r y otro punto de s tales que el vector con origen en uno y extremo en el otro, sea perpendicular a
ambas rectas.

Solucion:
x=7-22 x=2
a) r:[y:/l !{YZ_S
z=3—-21 zZ=U

a) Tomamos un punto genérico de ry un punto genérico de s:
P(7—=22,43-=21); Q(2,-5,1)
—
El vector PQ ha de ser perpendicular a cada uno de los vectores directores de las rectas dadas. (Producto escalar nulo)

Resolviendo el sistema se obtiene A = 1, u = 2 valores que llevados a P y Q nos dan los puntos
P(51,2)yQ(2,-5,2)

9.- Considera el punto P(5,-2,9) y la recta r: x__—21 = y_—+31 = g

a) Calcula la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a r y pasa por P.
b) Halla el punto de corte de las dos rectas.

Solucion: /

a) Expresamos r en paramétricas y tomamos un punto genérico de la misma:
G(1—24,—1—-131,62) t

—
Como el producto escalar de PGy v ha de ser nulo, obtenemos A =1

. =y . , x-5 +2 z—9
Obtenido PG, la ecuacion de la recta s sera: = % = T

b) Punto de corte: G(—1, —4,6)

$
10.- Sea el plano m: x — 2y + 4z = 12 y el punto P(2,-1,1) I

a) Calcula la distancia d entre el plano wy el punto P.

b) Halla la ecuacién de un plano paralelo a « y distinto del mismo, que también diste de P la misma distancia d.

c) Calcula el volumen de la figura limitada por el plano 7t y los tres planos coordenados.

. . 4
Solucién: a) Nl P(5,2,9)
byr:x —2y+4z—4=0
c) La coordenadas de los vértices A(12,0,0), B(0,-6,0) y C(0,0,3) G v=(236 ,

Volumen tetraedro= Vol. paralepidedo/6 = 36 u?

S

11. Sealarectar: 3x+2y =0 ; 3x+4z=0 .Hallalos puntos de la recta cuya distancia al origen sea de 4 unidades.

Sol: Tomamos un punto arbitrario de la recta, y forzamos que su distancia al origen de coordenadas sea igual a 4. El punto arbitrario lo
tomamos de la ecuacion paramétrica de la recta.
{x=Ay=-32Az=-3\} = Punto arbitrario de la recta: A(A ,-3 2\ ,-3A)
Origen (0,0,0) = vector AO” =(A,-3 2 A,-3A) > |AB” |=V(A2 + 9/4 A2 +9A2)=4 > A=+V 64 50 > A=14V2 /5
Puntos solucion = A; (4v2/5,-6V2/5,-12v2/5), Ay (-4v2/5, 6V2/5, 12v2/5)
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Ejercicios propuestos con solucion:

1.- Halla el valor de m para que los puntos A(1,2,0), B(0,3,—1),€(1,0,1) y D(—1,2,m) sean coplanarios.
Sol.m=-1

2.- Calcula el volumen del tetraedro determinado por los puntos A(—1,0,1), B(2,—4,0), C(1,1,1) y D(—3,0,0)
Sol.V = % ul

x=1—-t
. .. . -2 -3
3.- Estudia la posicidn relativa de las rectas r:x_—3 = yT = %; siyy =2t
z=5

Sol. Se cortan en el punto (-3,28,5)

4.- Halla la ecuacién de un plano paralelo al plano de ecuaciéon x — 2y + z + 5 = 0y que pase por el punto P(1, 0, 8)
Sol.x—2y+z—9=0

5.- Calcula el 4rea del tridngulo cuyos vértices son las intersecciones del plano x + 2y + 3z = 1 con los ejes de
coordenadas.
V’ﬁ 2

Sol.A=—u
12

6.- Estudia la posicidn relativa de la recta % = ygj = _ily el plano de ecuaciéon 2x —y+3z—8=0

Sol. Larecta y el plano son paralelos
7.- Estudia la posicidn relativa de los siguientes planos:
m:—x—2y+3z—-5=0
My:2x+4y—6z—1=0
m3:3x+2y—4z+6=0

Sol. ; y 1, son paralelos. El tercero es secante a los otros dos.

8.- Escribe la ecuacidn del plano que pasa por el origen y contiene a la recta cuyas ecuaciones paramétricas son

x+y+z=1
T
x—y=2
x-1 y+5 zZ+1 X y-m z—1
9.- Halla m para que las rectas ri— - =T =, §i, =7 =, seansecantes.
Sol.m=11

x—2y+3z=0

10.- Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(5, 0, 1), B(4, 1, 0) y es paralelo a la recta {Zx +y-—z=5

Sol.2x +y—2z—9=0

. x-1 y-2 z-3 x-1 y-2 z-3 . g
11.- Un plano contiene a las rectas R £ i et Halla su ecuacién.
Sol.2x—y—z+3=0
L, x+2 -1 z
12.- Dada una recta r, de ecuacion = = yT =2 halla:

a) Las ecuaciones de dos planos que determinan r.
b) En el haz formado por los planos que determinan r, halla el que pasa por el punto A(0, —3,2)

2x—=3y+7=0 _
SO"{Zy—Z—ZzO ;0 10x+y—8z+19=0

13.- Halla la ecuacion de la recta t, que pasa por el punto A(1, 0, -2) y corta las rectas siguientes:
Tl _y ozl x _y-l z4l
e TIT T -1 1 3
Sol t.{x-}—y—l:O
O Blx—2y-1=0

2
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PAUS - Selecat

PAUJ2011. Donada la recta: R: {2" Tyt 3z=2
x+z+1 =0
a) Trobeu-ne un vector director.

b) Calculeu I'equacié continua de la recta paral-lela a r que passa pel punt P=(1, 0, -1)
Sol: a) producto vectorial =(-1,1,1) b) x__—11 ==z

1 1
2017: Considereu els plans 11: 5x—y—7z =1 i ma: 2x+3y+z = 5.

a) Determineu I'equacid general (Ax+By+Cz=D) del pla que passa per I'origen de coordenades i és perpendicular als
plansmuima.  b) Calculeu I'angle que formen els plans 1 i 2

Sol: a) el seu vector, haura de ser perpendicular als altres. (Y si passa per I'origen, no té terme independent)

i 5 2
A=|j -1 3|=(20,—-19,17) = 20x-19y+172+0=0 ; b)a = arccos (\ZEIZ\) = arccos(0) = 909
k -7 1
2017: Siguin les rectes de R3 5
. x—y=1 y=2
a) Comproveu que sén paral-leles. r: isix+1= =z-1
b) Calculeu I'equacié vectorial del pla que les conté. y-2z=0

a) La rectar r puesta en forma paramétrica haciendo y = A : obtenemos el vector (%, 1, %) que es proporcional amb (1,2,1) y com
que té punts diferents = Rectes paral-leles

b) Obtenemos un vector entre los puntos de cada recta. 136 = (—=3/2,2,1) y el vector de una de las rectas(1,2,1) y un punto de
cualquier recta (-1,2,1) y tenemos: (x,y,z) =(-1,2,1)+ A(1,2,1)+u(-3/2, 2.1)

2017: Considereu el pla t=x+y+z=1 ilarecta que passa pels punts P(0,0,6) y Q (1,2,3)
a) Estudieu la posici6 relativa de la recta ri el pla

b) Calculeu la distancia entre la rectari el pla.
Sol:

a) El producte escalar entre el vector normal al play el vector de larectal+2 -3 =0 — paral-lela o continguda
Com P no esta al pla — paral-lela.

. . e -0+1:0+1-6— 5
b) Considerar un punt de la recta P (0,0,6) i calcular la seva distancia al pla: d = w =5= 2,887 u
v v

2016: A R3, siguin la recta r que té per equacid (x, y, z)=(1+AA,1-A) i el pla t d’equacid 2x—y+z = -2.
a) Determineu la posicié relativa de larectari el pla m.
b) Calculeu la distancia entre la rectari el pla m.

Sol: a) fem el producte escalar de vector dir. de recta y asoc. pla (1,1,-1)(2,-1,1)=0 per tant vectors ortogonals — recta
paral-lela al pla. Com que el punt P no satisfa I'equacié del pla,la recta queda paral-lela exterior.

meétode 2: Si fem sistema d’equacions lineals format per recta i pla = Sistema Incompatible
- d(P, 1) 2:1-1-0+1-1+2 5 56
b) agafar un P de ry fer distancia de Punt a pla: ; = e

2016J: Siguin a R3el pla d’equacié x—y +2z=2iels punts(3,-1,2)i(1,1,-2).
a) Comproveu que els punts i son simetrics respecte del pla .

b) Si és la recta dels punts de la forma en qué és un parametre real i (), verifiqueu que els punts mitjans dels segments
pertanyen al pla.

Sol: Comprovarem que el vector és perpendicular al plaique el punt mitja del segment pertany al pla.
AB = B—A = (-21,—-4) = (1,—-1,2) punt mitja del segment M = == = (2,0,0)

o) P= LD +201,0)=(1+21+4-2) M:AJZFP:(‘“”;"LO):(Z %,%,0)

. -3
2016: Siguin les rectes s (x,,z) = (2,3,—3) + A(1,—1,0) is: xT =y—5=z+2.

a) Estudieu si les rectes i sén paral-leles o perpendiculars.

b)Determineu la posicié relativa entre les rectesii calculeu I'equacié parameétrica de la recta que talla
perpendicularment la recta i la recta .

a) els vectors directors no son proporcionals, b) Igualem les parametriques y veiem que es tallen en (1,4, -3)

Cx—=1 _ y+3
2015.- Sigui r la recta de I'espai que té per equacié 7* 3 = —1 — £ isigui P el punt de coordenades (6, 0, -1).

a) Trobeu I'equacio cartesiana (és a dir, que té la forma ) del pla que passa pel punt P i talla perpendicularment la recta
r.

b) Trobeu I'equacié parametrica del pla que passa pel punt P i conté la rectar.

@) Q= (1,-3,0) v=(2,-1,1) 2x —y +z = D i si ha de passar pel punt P = (6,0,-1)Cx2-6— 0+ (—1) =Dipertant D = 11.5>| 2x =y +z =11}
B v=(2,-1,1) i PG=Q—P=(1-30)-(60-1) = (=5-31) (x,,2) = (60,-1) + A2, =1,1) + u(=5,-3,1) = (6 + 24 — 5. —A — 3. -1 + A + p)
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2015.- Considereu a R3 la recta que té per equacior: (x, y, z) = (-4+2\, -2, 1-A)
i els plans 1 i mz d’equacions ma: x+2y+2z=—1 im: x—-2y+2z=—3, respectivament.
a) Determineu la posicio relativa de i1 i m2
b) Comproveu que tots els punts de la recta r estan situats a la mateixa distancia dels plans mz i ma.

Axy + By, + Cz, + D

Nota: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (x0, y0, z0) al pla: VI

Sol: a) Vectors normals (1,2,2,) (1,-2-2) no sén proporcionals = no sén paral-lels. = es tallen en una recta
b)Un punt genéric R=(—4+24,-21—-1) »>d(R,m,) =d(R,m;)
e +-—2(_2) el = ey _—2(_2) R ] - ﬂ = E R=(—4+24-21-1%) ftota la recta r equidista dels dos plans
V12 +22 422 V12 422422 3 3 T
2015.- Siguin el punt P=(2,0,2) iel pla ®n d’equacié x—y+z=1
a) Calculeu I'equacio parametrica de la recta que passa pel punt P i és perpendicular al pla
b) Calculeu la distancia del punt P al pla
o (ABO=01-1DC (x,,2)=(202)+1(1L-11)=2+14-12+21)
2-0+4+2-1 3 )
—————| =— = V3 unitats.
JIZE+ (12 +13| 3
2015.- Siguin a R3 el punt P =(2,3,3) i larectar: (x,y,2) =(1,2,3) + t(1,1,1).
a) Calculeu I'equacié paramétrica del pla que passa pel punt P i conté la rectar.
b) Calculeu I'equacid cartesiana (és a dir, de la forma Ax — By + Cz + D) del pla que passa pel punt P i és perpendicular a
larectar.
a) R = (1,2,3) vector director v, = (1,1,1). v = (1L,1,1) i PR=R-P=(-1-10). C(x,y,2)=(233)+A(L,1L,1) + u(-1,-10)=(2+A—p,3+1—pu3+2)

d) d(P,m) =

b) pla ha de ser perpendicular amb r, v, = (1,1,1) sera el vector normal del pla, Iquan fem passar el pla pel punt P = (2,3,3) obtenim k+y+z=8
x—2 zZ+1 r -
2015.- Siguin ri s les rectes, R EYEsgor s (ty.z)=(1+2a3-at+3a)
a)Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat sobre la recta r i I'altre extrem situat
sobre la recta s formen un pla.
b)Trobeu I'equacioé general del pla de I'apartat anterior.
R=(2+3L4-1+41)
S=(1+2a3-a4+3a).

R+S_(3+31+2a3+1-a3+4A+3a) (333 314 213
( )'(2'2'2) '(2'2'2) “( )

a) Els punts generals

punts mitjans: M = =

2 2 2 T2 2722
b) Sabem que és el pla que passa pel punt (333) 1 té per vectors directors els
vectors directors (3,1,4) i (2,—1,3). per tant seran els punts (X,),z) que satisfan
I'equacid 3
xX— 2 3 2 _
3 3 3 3 ] 3
y-3 1 —1|=0 [:} 7(_\—5)—1(_1'—5)—5(2—2): 0 [> 7x —}'—52=E
3
Z —; < 3

Juny 2014.- 2 Considereu el punt A=(1, 2, 3):
a)Calculeu el punt simétric del punt A respecte de la recta d’equacié:(x, y, z)=(3+A,1,3-A) R: (3,0,5)
b)Calculeu el punt simeétric del punt A respecte del pla que té per equacid m:x+y+z=3 R: (-1,0,1)
Juny 2014.- 5. Siguin r i s les rectes de R3 d’equacions T+ ®3_2 =¥V = i: is:(x,y,2)=(1+2a, 3—a, 4+3a), amb a€R.
a) Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat sobre la recta r i I'altre extrem situat
sobre la recta s formen un pla.
b) Trobeu I'equacié general (és a dir, que té la forma Ax+By+Cz=D) del pla de I'apartat anterior.

M—(333) 1(314) (2—13) 7 c _3
~\20202) "Mz 2z) T\ ) Y RS

Juny 2014.- 3b. Siguin els punts P=(1,1,0),Q=(1,0,1)iR=(0,1,1)ielplam: x+y+z=4.
a) Trobeu I'equacio general (és a dir, que té la forma Ax+By+Cz=D) del pla que passa pels punts P, Qi R.
b) Si S és un punt de t, comproveu que el volum del tetraedre de vértexs P, Q, Ri S no depéen del punt S.
R: a)x=y=z=2 b) V=1/3 u?

Juny 2014.- 4b Donats els plans ml: x—4y+z=2m-1 i m2: 2x—(2m+2)y+2z=3m+1,
a) Determineu els valors de m perque els plans il i m2 s’intersequin en una recta i calculeu un vector director de la
recta resultant que no depengui de m.
b) Sigui el pla m:3x—2y+3z=8. Estudieu la posicié relativa del pla mamb la recta r definida per la interseccié dels plans 1
i M2 quan m=1
R:a)Sim=3; v=(1,0,-1) ; r paral-lela i continguda en el pla.
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PAU: El pla d’equacié general x + y + z = 10tallalesrectes:ri: x =y =1 ; ra y=z=2;rmx=2z=3
als punts A, B i C, respectivament. Es demana:
a) Trobar el volum del tetraedre que té com a vertexs A, B, Ci el punt D: (1, 2, 3).
b) Determinar la distancia des del vertex D fins a la cara oposada del tetraedre.
a) Calculem els punts A, B i Camb els sistemes:

+y+z=10 +y+z=10 =
A: {X yrz —A(1,1,8) B:{X yrz ~8=(622) ¥ ty+z2=10 343
x=y=1 y=z=2 x=z=3
Calculem els vectors AB, ACi AD: AB = (5,1,—6),AC = (2,3,-5) ,AD = (0,1,-5)
5 1 -6
Volum del paralepipede es el producte mixt: {2 3 —5[=52 — Volum del tetraedre: 1/6 - 52 =26/3
0 1 -5

1+2+3-10 443
Jirier | 3
PAU: Considera els punts A (2,0, 0),B (0,2,0),C(2,2,1)iD (1, 1, 2). Calcula:
a) El volum del tetraedre que determinen.
b) L'equacié cartesiana o implicita del pla que conté el punt D i que és paral-lel al que conté els punts A, Bi C.
a) El tetraedre esta determinat pels vectors AB,ACiAD: AB = (-2,2,0), AC = (0,2,1) ,AD = (-1,1,2)

b) Lacaraoposadaéselpla: x + y +z =10 - d(D,m) =

-2 2 0
Volum del paralepipede es el producte mixt: [ 0 2 1|=-8 — Volum del tetraedre: 1/6 -|-8| =4/3
-1 1 2

b) El pla passa pel punt D i té com a vectors directors AB= (-2, 2, 0) i AC= (0, 2, 1).

x—1 y—1 z-2
T=| =2 2 0 |=2x+2y—4z=0->nm=x+y—2z=0
0 2 1
y _z2

+1
PAU: Troba els punts de la recta: xT =3

2
que equidistendelsplans:x + y —z + 1 =0ix —y +z+ 2 =0

Un punt genéric de la recta és P(-1+ 2A, -3A, 2 + 2A).

Ax, + By, +Czy + D)
Busquem els punts de la recta que equidisten dels dos plans amb la féormula: JA" B +C
—142A-31-2-21+1 —142A+3A42+421+2 1 1
| l_ | L3421 = 7443 » A=-1; 1= -2
V1+1+1 Vv1+1+1 2 4

Els punts que equidisten dels dos plans sén: P1(-2,3/2,1) iP2(-3/2,3/4,3/2)
PAU: Troba I'equacio general del pla que equidista dels punts P (2, 1, 3) i Q (0, 3, -1) i que és paral-lel al pla
3 x —y+z+=0
El pla ' que busquem és paral-lelanm > n':3x-y+z+D=0

d(P, m') = d(Q, ') > 32-143+D] _ 1303 14Dl L, g-p-4->D=-2; Elplaésm:3 2=0
= + = - = - N . - + - =
o T 9+1+1 9+1+1 s HIpaesTL Xy 2

PAU: Donats els punts: A (1, 0, 0), B(0, -1, 0) i C(0, O, 3). Es demana: a) Trobar el lloc geométric dels punts de I'espai que
equidisten de A, B i C, i indicar quina figura formen. b) Trobar les coordenades del centre de la circumferéncia que
passa per aquests punts.
d(A,P)=d(B,P) — (x-1)2+y2+z2=x2+(y+1)2+z2 = y+3z=4 Es I'equacié d’un pla
El lloc geometric dels punts que equidisten de A, Bi C és la recta d’interseccio dels dos plansx+y=0i+3z=4

x+y=0
b) el centre ha de ser la interseccié de la recta amb el pla: { y+3z—4=0 -
3x—-3y+z—-3=0

5 5 27)
19’ 19’19

PAU 105. Considera el platd’equacié x — 5y +z—3 = 0 ilesrectesrisamb les equacions:

-2 zZ—4 x+1 .
3:3’T=T s:T=y=z+2 Determina:

a) Els punts d’interseccié del pla m amb cada una de les dues rectes.
b) L'area i el perimetre del triangle format pels dos punts anteriors i I'origen de coordenades.

r.x—

Solucid: y—2
: X—3=+- X+1
a) Fem els sistemes: 2 — =Y
z—4 P32, 4) 2 S5 Q(=1,0,-2)
X—3=—— y=z+ )
b) _ . . - _|T ¥
OP=(-3.-2—-4) 0Q=(10,2) PQ=(—4, -2, —6) OPx0Q=|-3 -2 —4|=—4i+2j+2k=(-4,22)
1 0 2

|GP x O?j|= /5 Areadel triangle = WL;.Ql = % =6 Perimetre del triangle = | 0P| + | 70| +| 00| = v29 + 2414 ++/5 =151
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z+2y=2 . X ==y
PAU 107. Donades les rectes r:{ X =}i22 i :{y —z4+1"
a) Determinar les coordenades del punt P en que es tallen i les equacions del pla que les conté.
b) Calcular I'equacid de la recta s que passa pel punt Q (2, 0, 1) i que talla perpendicularment r1.
c) Obtenir les coordenades del punt R, interseccié deriis, i I'area del triangle de vertexs P, Qi R.

es demana:

X+2y =12
a) Fem el sistema per calcular el punt de interseccié: x=-2z = P(=2,2,1)
X=-=y
y=2z+1
El pla que conté aquestes dues rectes és un pla que passa pel punt P (-2, 2,1)iquetécoma
vectors directors els vectors directors de les rectes:
x =27 x=—l-p| x+2 y—2 z—1
ry=1+xt=>Vi=(=210 nmy=lt+p =>vu=0-1110 o 2 1 |=y—z-1=0
Z=Xx I=H -1 1 1

b) Trobem el pla perpendicular a r; que passa per Q. Aquest pla té com a vector normal el vector director de r;.
Vi=(-21N>m-2x+y+z+D=0

2 3=0
00,0, €m——2240414D=0—D=3[ ~ " XTIt

2 4 1 2
Calculem el punt de tall de ry i —H=2N)+ 1+ 2A+A+3=0>3 = —? - T[? ; _E]
x=2-2t
La recta que busquem, s, passa pels punts Qi T: @‘]‘r: [__ B _i] Ssoy=t
3 z=1-5t

c) La interseccié entreryis ésel puntT.

7 r
- (10 5 5) . = = a4 -2 0 10~ 20~ [10 20 ]
Pl=|— = ——| PO=(4,-20) POxPT= =_I+—i=|T 50
[333] ( ) o s 51T T
33 3
|P0 x PT| = ]Of Area deltriangle:%“sé x PT] =¥

PAU 108. En I'espai es consideren: La recta r interseccid de dos plans d’equacions implicites:

X+y-z=5 2x+y-2z=2 |Ilarectas que passa pels punts: P (3,10,5)Q(5,12,6) Esdemana:

a) Calcular les equacions parametriques de la recta r i de la recta s.

b) Calcular el punt H, interseccié de risil’angle a que determinenris.

c) Calcular els punts M i N de la recta r per als quals I’area de cada un dels triangles de vertexs PQM i PQN és de 3 unitats.

a) Xx=-—34+X\ ] x=34+2n
ry=2=a PO=1(2,2,0—s y=1042p
Z=X z=54p

—34+7A= 342 N

b) Calculem la interseccié de les dues 8=10+2py — { B 17 H(1, 8, 4) rectes:
A= 5+ p -

L'angle entreris és el que determinen els seus o8 o — |DF’T"‘] _ (10,722, 1)| _ 1 _ 2 o= 45°
vectors directors. 1l V2.3 2 2

c) Un punt genéricde larectar és M(-3 + A, 8, A). PM = (-6 +4,-2,-5+ 1) P‘Q—) = (2,2,1)

PMxPQ=|—6+x —2 —54+X=(=22+8)i+N—4)j+@n—-8k=
2 2 1 =(—2X+8 Xx—4,2x-8) |W>< Fé| =301 — 4)
Area del triangle |PMXPQ|:3|>\_4|:3_) AN—4=2 — A=6 .
2 2 A—d4=-2 A=2

Els punts que busquem sén M(3, 8, 6) i N(-1, 8, 2)
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PAU 130. Troba I'equacio general del pla que equidista dels punts P (2, 1, 3)iQ (0, 3, -1)
ique és paral-lelal plam:3x-y +z+1=0.

El pla ' que busquem és paral-lelan > n':3x-y+z+D=0

3-2—143+D] [3-0-3-14D

Jorier o1z - D+8=D-4-5D=22
Elplaésm':3x-y+z-2=0

dif, n') =d{Q, =) =

PAU 129. Troba els punts de la recta: XTH = _13 = 22;2 que equidisten dels plans: x+y-z+1=0ix-y+z+2=0.

Un punt generic de la recta és P(=1+ 2\, =3A, 2 + 2A).

Busquem els punts de la recta que equidisten dels dos plans: |-t —2- | = [t 43042442
i1+ Jieiet
) = 1
—“3N-2=7x+3 TS
- - P,[—Z, 2 1]iP_,.[_i,i, i]
—3Ih—2=—-7A-3 }\__i 2 2 4 2

4

PAU 121. Tenim els punts A(2, 3,0) i B (-2, 1, 4). Determina:

a) L'equacié del pla m, mediatriu del segment AB.

b) El volum del tetraedre format per mti els tres plans coordenats.

c) L'equacio de la recta perpendicular al pla m que passa per I'origen.

a) El pla it passa pel punt mitja M, del segment AB: M(0, 2, 2) ité com a vector normal el vector director de la recta que
passa per AiB: AB=(-4,-2,4) > m: -4x -2y + 4z + D =0 Substituint: -4-0-2-2+4-2+D=0->D=-4
Elplaésm:2xy+-22z+=0
b) Calculem els punts de tall del pla m amb els eixos de coordenades:

Tall amb I'eix X: = P(-1, 0, 0) Tallamb 'eix Y: - Q(0, -2, 0) Tall amb I'eix Z-> R(0, 0, 1)

Determinem el volum del tetraedre OPQR: -1 00 2 1
-2 0|=2 Volum :E:;
0 01 x =2t
c) La recta que busquem passa per I'origen i té com a vector director el vector normal del plam: s: ¥y =t
2=
PAU 6.
) . 3x+ay—6az+1=0 x=-1-12
a) Calcula els valors de a per als quals les rectes son perpendiculars 7 _ s:{y=3+41
—-x+y+3z—3=0
z=14+al
b) Per a a = 1, calcula la recta que passa per (1,1, 1)iesrecolzaaris.
rqoK ~ _ _
a) Determinem els vectors directors de cada recta. Ti=|3 a —6a|=(9a)i+(-9+6a)j+(3+ak=(90,—9+6a,3+a) L=(-11a)
-1 1 3

Les rectes son perpendiculars si ho son els seus vectors directors: ur -us=0
ur-us=(9a,-9+6a,3+a):-(-1,1,a)=a2-9=0->a=13

x:_1+9}\ X=—‘|_}‘
b)Sia=1: r 3X+y—6z+|_o}

: —=ry=2-3n ey =34 N
—X4y+37-3=0 ¥ y=3+

Z=4N z=14+x
Trobem el plantl, que conté larectariel puntP(1,1,1). R(-1,2,0) €Er > PR=(-2,1, -1)

La recta que ens demanen esta determinada per dos plans il i m2.
Trobem m2, que conté larectasiel puntP(1,1,1). S(-1,3,1) €Es > PS=(-2,2,0)

x+1 y—-2 = x+1 y—3 z-1 _
| 9 -3 4|l=—x+y+32-3=0 m| - 1 1 |=-2x—-2y+4=0 m:x_yx_fztgzg}
21— 2 2 0 o=
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PAU 123. Tenim el prisma triangular (triangles iguals i paral-lels) de la figura, amb
A(1,-1,0),B(1,0,-1),C(0, 1,-1)iA'(1, -1, a). Calcula:
a) L'equacié del pla mt que passa pels punts A, Bi C.
b) El valor de a perqué el pla ', que conté els punts A', B'i C', disti una unitat del pla .
c) Peraa=1,'equacié del plant'i el volum del prisma

a) El pla mt passa pel punt A i té per vectors directors AB i AC. AB= (0, 1, -1) AC=(-1, 2, -1):

¥x—1 y+1 =z
m| 0 1 —Il=x+y+2=0
-1 2 —1

b) ' és paral-lelalplan>n':x+y+z+D=0 - A'(],-1,0) en' > 1-1+1- (-1)+1-a+D=0->D=-a
Elplaésm':x+ty+z-a=0 -
, 1—1+0—o = af
Com que m i mt' son paral-lels, agafem A(1, -1, 0) € m: d(A, =) =¥ =1-1" 3
Jir1 a=—3

Hi ha dos punts que compleixen la condicio: A'( 1, -1, \/3) iA'(1, -1, 3 )

[}

=1

1
cJa=1->m:x+y+z-1=0 — 1
) Ty 2 =1 :1'Uu::lumdelprisma:—2

0

[ R

1

. _ _ _ , (x+y+1=0

PAU 2018.1 Considereu els punts P=(3,-2,1), Q=(5,0,3), R=(1,2,3) i la rectar: {Zy 13745=0

a) Determineu I'equacié general (és a dir, que té la forma Ax+By+Cz=D) del pla que passa per P i Qi és paral-lel
alarectar

b) Donats el pla x+2y+m-z=7 i el pla que passa per P, Qi R, trobeu m perque siguin paral-lels i no coincidents.
Solucio:

1 1 0
a) Vector direccid de r és el producte vectorial: [0 2 3| =(3,-3, 2)
i j ok

Vector QP =(2,2,2) o equivalentment(1,1,1).
Vector associat del pla, es el producte vectorial de: (3, -3, 2) x (1,1,1) = (5, 1, -6)
El pla 5x+1y-6z+D=0 ha de passar per P(3,-2,1): 5:3-1:2-6:1=-D =+ D=-7 — 5x+y-6z=7
b) Vector QP=(2,2,2) o equivalentment(1,1,1) Vector = R-P=(-2,4,2) o equivalentment (-1,2,1).
Vector normal al pla: = (1,1, 1) x (-1, 2, 1) =(-1, -2, 3).
Els vectors normals seran proporcionals. Per tant, m=-3.
Comprovem que els plans no sén coincidents perqué el punt P no hi pertany, x+2y-3z 27

Sept 2015. A I'espai tridimensional considerem la rectar: (x,y,z)=(3+2 a, -a, 3-a) i els plans m1: x+y+z=-1i m2: (X,y,2)= (2+A,
1-A+u, u) a) Calculeu I'equacié cartesiana (Ax +By + Cz=D) del pla w2 b)Trobeu els dos punts de la recta r que equidisten
dels plans m1yma.

x—2 1 0

y—1 -1 1

Z 0 1
b) |3+2a-04+3-04+1| / V3 = |3+2a-0-3 +0-3| / V3 = |2a-3|=|7| = 20-3 =+7 = =5 6 a=-2 = P1(13,-5,-2) y P2(-1,2,5)

Resolucio: a) =0 *x+y-z=3

EVAU Jun 2023 Dada larectar = %1 = % = %, el planom=x -z =2 yel punto A(1, 1, 1) se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de ry 7 y calcular su interseccidn, si existe. b) Calcular la proyeccion ortogonal
del punto A sobre el plano nt. ¢) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la rectar.

Sol:

a) Posicion relativa: comprobamos producto escalar entre el vector director de la recta y el vector normal al plano:
u-v=(2,1,-2)(1,0,-1) = 4 Dado que no es nulo = se cortan en un punto. x=14+2
Interseccion: obtener ecuaciones paramétricas de la recta y substituir en el plano para determinar y=1
1 +21-(-1-21)=2 - A=0 Sustituyendo en las paramétricas: p =(1,0,-1) z=-1-2A7

b) Para la proyeccidn ortogonal establecemos una recta s que sea perpendicular al plano y pase por dicho punto y
obtenemos: 1+A-(1-1)=2 - A=1 Sustituyendo: pr=(2,1,0)

c) encontramos el punto medio entre el punto Ay su simétrico A’. Para ello definimos un nuevo plano aux perpendicularar
y contenga al punto A: ' = 2x+y-22-1=0

El punto medio es la interseccion entre la recta ry el plano: 2(1 +24) + 1-2(-1-24) -1=0-> A=-1/3 > M = (1/3,1/3, 1/3)
Punto simétrico: A’ = 2M -A = (-1/34, -5/3, -5/3)
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2024 ). Considereu els punts A= (1, 2, 3) i B=(-3, -2, 3). a) Calculeu I'equacié del pla m que és
perpendicular a la recta AB i que passa pel punt mitja entre A i B. Justifiqueu que aquest pla esta
format, precisament, pels punts P =(x,y, z) que estan a igual distancia de A que de B, és a dir, d(P, A) = d(P, B).
b) Calculeu les distancies de A i de B al pla it i comproveu que sén iguals. Es casualitat? Raoneu la resposta.

c) Sigui C = (-7, 6, 3). El triangle ABC és isosceles? Calculeu la seva area

d(P,A) =d(P.B) {G-12+(-27+G-37=Jx+3)7++272+(@z—37 x_8-8=0

x+y+1=0.
_ 241 _ 4 _la=2d] & 42 -6V2
dAan) =rmmm =7 1B =rmme =~ Aea=—7p—=

24 u?

2024 S Considereu el punt P =(1, 3,0) i el plant d’equacidé x + 2y — 2z =—7.a) Sigui r la recta que és
perpendicular a i passa per P. Calculeu el punt d’interseccié de mamb r b) Calculeu la distancia d del punt P al
pla it c)Calculeu I'equacid d’un altre pla '’ que sigui paral-lel a t i que també estigui a distancia d de P

9 CI 2" 9’ 9

@ y2)=130+A12-2) 1=-2 0=(1-7.3-7.7)=(3. 3. %)

1 42 14 [1+2-3—2-0+7] 14
b) dP,m)=d(P,Q)= =— /142 +282+282=—=—, dP. M) =——8=———=—
( 9V 9 3 JiZ+22+ (=22 3

(C)E:d(P.;ﬂ):|1+2'3_2'0_D|:|7_D| D=7¥14={_7. X +2y—2z=21.
3 J12+22 +(=2)? 3 21 ’

2023 J . Siguin els plans ml i m2, determinats respectivament per les equacions ml:x+y=3 i m2:x—z=-2.
a)Trobeu I'equacié general (Ax + By + Cz + D= 0) del pla 3, que és perpendicular a tlin2, i que passa pel punt
P=(4, 1, 2). b) Sigui r la recta d’interseccié de nl i m2. Calculeu I'equacié vectorial de la recta r.

c) Calculeu el punt Q de la recta r que és més a prop del punt P

x—4 1 1
»  p-11 o|-0-f=yFEs=g
z—-2 0 -1
b) Busquem la solucio del sistema {t1'_+z_\'_:_32_ Aillant obtenim: [r:(x,y,2) = (0,3,2) + 2-(1,—1,1),A € R]
) x=4
c) x—y+z—-5=0. [},:3_Ai1——_\'+z=5—>- PQ-%=0 -1=2[Q=(2,14)|
z=2+4

2023 S. Siguin  r1ir2 les rectes definides per rl: x — 1 =y=—z i per r2: x=y=z, respectivament. a)Calculeu
I’equacid paramétrica de la recta que talla perpendicularment les rectes rl i r2.
b) Calculeu la distancia entre r1ir2.

e (Lz) = (L00) +A (L, 1) =(1 + L, —4) AAz 1l (L1L,—1) = (u—A-Lp—Ap+d)-(LL-1) =0 p—31-1=0

r:(x,3,2) = (0,0,0) + 1 (L1, 1) = (e, 1) AA, L (L1L1) » (u—A-1lup-Au+i)-(1,1,1) =0 3u—A-1=0

= C

Bl

R

1 1 1
) +a(-110) |(x,y,z) = (Z—mz+cr,z),amba ER

V2
=|—= u}
2

[C1 12
b) d(rl.rz):d(AhAZ]:"m”:J(?l)z+(%) £07 =

1
\'E
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Enunciados solo (para practicar)

J2011. Donada la recta: R: {Zxx_+yzi 13Z—z 2

b) Calculeu I'equacié continua de la recta paral-lela a que passa pel punt P=(1,0, -1)
2017: Considereu els plans ml: 5x—y=7z=1 i n2: 2x+3y+z=5.
a) Determineu I'equacid general (Ax+By+Cz=D) del pla que passa per I'origen de coordenades i és perpendicular als
plansmlin2. b) Calculeu I'angle que formen els plans 1 i n2
2017: Siguin les rectes de R3 — 2x-y=1 y=2
a)Comproveu que sén paral-leles. r L —2z-0" St x+ 1=T=z_1
b)Calculeu I'equacio vectorial del pla que les conté.
2017: Considereu el pla t=x+y+z=1 ilarecta que passa pels punts P(0,0,6) y Q (1,2,3)
a)Estudieu la posicié relativa de la recta ri el pla]
b)Calculeu la distancia entre la recta ri el pla.
2016: A R3, siguin la recta r que té per equacio (x, y, z) = (1+A, A, 1-A) i el pla t d’equacié 2x —y + z = 2.
a) Determineu la posicié relativa de larectari el pla .
b) Calculeu la distancia entre la recta ri el pla m.
2016J: Siguin a R3el pla d’equacié x—y + 2z=2iels punts (3,-1,2)i (1,1,-2).
a) Comproveu que els punts i sén simeétrics respecte del pla .
b)Si és la recta dels punts de la forma en qué és un parametre real i (), verifiqueu que els punts mitjans dels segments
pertanyen al pla.

. . -3
2016: Siguin les rectes s (x,y,z) = (2,3,—3) + A(1,—1,0) is: XT =y—-5=z+2.
a) Estudieu si les rectes i son paral-leles o perpendiculars.

b)Determineu la posicio relativa entre les rectesii calculeu I'equacié parametrica de la recta que talla
perpendicularment la recta i la recta .

a) Trobeu-ne un vector director.

Lx—1 _ y+3
2015.- Sigui r la recta de I'espai que té per equacié 7> 3 = 7 = Z isigui P el punt de coordenades (6, 0, -1).

a) Trobeu I'equacio cartesiana del pla que passa pel punt P i talla perpendicularment la recta r.
b) Trobeu I'equacié paramétrica del pla que passa pel punt P i conté la rectar.
2015.- Considereu a R3 la recta que té per equacio r:(x, y, z)=(—4+2A,—2,1-A) i els plans m1 i M2 d’equacions mu:x+2y+2z=—-1 i
T2:x—2y+2z=-3, respectivament.
a) Determineu la posicid relativa de i1 i 2
b) Comproveu que tots els punts de la recta r estan situats a la mateixa distancia dels plans 1 i mo.
2015.- Siguin el punt P=(2,0,2) iel pla t d’equacié x—-y+z=1
a) Calculeu I'equacio parametrica de la recta que passa pel punt P i és perpendicular al pla
b) Calculeu la distancia del punt P al pla
2015.- Siguin a R3 el punt P =(2,3,3) i larectar: (x,y,z) =(1,2,3) + t(1,1,1).
a) Calculeu I'equacio parametrica del pla que passa pel punt P i conté la rectar.
b) Calculeu I'equacid cartesiana (és a dir, de la forma Ax — By + Cz + D) del pla que passa pel punt P i és perpendicular a
larectar.

i s:(x,y,z2)=(1+2a3—a4+3a)

2015.- Siguin ri s les rectes, r = 4
a)Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat sobre la recta r i I'altre extrem situat
sobre la recta s formen un pla.
b)Trobeu I’equacié general del pla de I'apartat anterior.

Juny 2014.- 2 Considereu el punt A=(1, 2, 3):

a)Calculeu el punt simeétric del punt A respecte de la recta d’equacié:(x, y, z)=(3+A,1,3-A) R:(3,0,5)
b)Calculeu el punt simeétric del punt A respecte del pla que té per equacié m:x+y+z=3  R:(-1,0,1)

Juny 2014.- 5. Siguin r i s les rectes de R3 d’equacions T+ % =¥y = 141 is:x, vy, z)=(1+2a, 3—a, 4+3a), amb aER.
a)Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat sobre la recta r i I'altre extrem situat
sobre la recta s formen un pla.
b)Trobeu I'’equacié general (és a dir, que té la forma Ax+By+Cz=D) del pla de I'apartat anterior.

Juny 2014.- 3b. Siguin els punts P=(1, 1, 0), Q=(1, 0, 1) i R=(0, 1, 1) i el pla 1: x+y+z=4.

a) Trobeu I'equacio general (és a dir, que té la forma Ax+By+Cz=D) del pla que passa pels punts P, Qi R.
b) Si S és un punt de t, comproveu que el volum del tetraedre de vértexs P, Q, Ri S no depén del punt S.

Juny 2014.- 4b Donats els plans ml: x—4y+z=2m-1 i m2: 2x—(2m+2)y+2z=3m+1,

a) Determineu els valors de m perque els plans il i m2 s’intersequin en una recta i calculeu un vector director de la
recta resultant que no depengui de m.

b) Sigui el pla m:3x—2y+3z=8. Estudieu la posicio relativa del pla m amb la recta r defi-nida per la interseccié dels plans 1
i M2 quan m=1
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PAU: El pla d’equacié general x + y + z = 10tallalesrectes:ri: x=y=1; ra y=z=2 ;rxx=2z=3
als punts A, Bi C, respectivament. Es demana:
a) Trobar el volum del tetraedre que té com a vertexs A, B, Ci el punt D (1, 2, 3).
b) Determinar la distancia des del vertex D fins a la cara oposada del tetraedre.

PAU: Considera els punts A (2,0,0),B(0,2,0),C(2,2,1)iD (1, 1, 2), i calcula:
a) El volum del tetraedre que determinen.

b) L’equacio cartesiana o implicita del pla que conté el punt D i que és paral-lel al que conté els punts A, Bi C.
x+1 y z—-2
PAU: Troba els punts de la recta: > T3
que equidistendelsplans:x + y —z + 1 =0ix —y +z + 2 =0
PAU: Troba I'equacioé general del pla que equidista dels punts P (2, 1, 3) i Q (0, 3, -1) i que és paral-lel al pla
3 x —y+z+=0
PAU: Donats els punts: A (1, 0, 0), B(0, -1, 0) i C(0, O, 3). Es demana: a) Trobar el lloc geometric dels punts de I'espai que
equidisten de A, B i C, i indicar quina figura formen. b) Trobar les coordenades del centre de la circumferencia que
passa per aquests punts.

PAU 105. Considera el plantd’equacié x — 5y +z— 3 = 0 ilesrectes risamb les equacions:

-2 -4 +1
yT = ZT s: XT =y=z+2 Determina:
a) Els punts d’interseccié del pla m amb cada una de les dues rectes.

b) L'area i el perimetre del triangle format pels dos punts anteriors i I'origen de coordenades.

= X =—
PAU 107. Donades les rectes r: {Zx+—2}i222 i :{y = x +y1 )

queé es tallen i les equacions del pla que les conté. b) Calcular I'equacio de la recta s que passa pel punt Q (2, 0, 1) i que talla
perpendicularment rl. c) Obtenir les coordenades del punt R, interseccié deriis, i I’area del triangle de vertexs P, Qi R.
PAU 108. En I'espai es consideren: La recta r interseccid de dos plans d’equacions implicites:
X+y-z=5 2x+y-2z=2 |llarectas que passa pels punts: P (3,10,5)Q(5,12,6) Esdemana:
a) Calcular les equacions parametriques de la recta ri de la recta s.
b) Calcular el punt H, interseccié de risil’angle a que determinenris.
c) Calcular els punts M i N de la recta r per als quals I'area de cada un dels triangles de vertexs PQM i PQN és de 3 unitats.
PAU 130. Troba I'equacié general del pla que equidista dels punts P (2, 1,3)iQ (0, 3, -1)

ique és paral-lelal plam:3x-y +z+1=0.

y

PAU 129. Troba els punts de la recta: xTH =5= % que equidisten dels plans: x+y-z+1=0ix-y+z+2=0.

PAU 121. Tenim els punts A(2, 3,0) i B (-2, 1, 4). Determina: a) L’equacié del pla i, mediatriu del segment AB. b) El volum
del tetraedre format per mi els tres plans coordenats. c) L’equacio de la recta perpendicular al pla T que passa per

rix—3=

es demana: a) Determinar les coordenades del punt P en

I'origen.
=—-1-21
3x+ay—6az+1=0 _|*
PAU 6. a) Calcula els valors de a per als quals les rectes sén perpendiculars 7: rray az _ s:iy=3+4+41
—x+y+3z—-3=0 1+ai
z= a

b) Pera a =1, calcula la recta que passa per (1,1, 1)iesrecolzaaris.
PAU 123. Tenim el prisma triangular (triangles iguals i paral-lels) de la figura, amb A (1, -1,0), B (1,0, -1),C(0, 1, -1) i
A'(1, -1, ). Calcula: a) L'equacié del pla it que passa pels punts A, Bi C.
b) El valor de a perqueé el pla it', que conté els punts A', B'i C', disti una unitat del pla .
c) Peraa =1, I'equacid del pla it' i el volum del prisma
PAU 2018.1 Considereu els punts P=(3,-2,1), Q=(5,0,3), R=(1,2,3) i la rectar: { X¥+y+1=0
: Pl " "2y+3z+5=0
a) Determineu I'equacié general (forma Ax+By+Cz=D) del pla que passa per Pi Qi és paral-lel a larectar
b) Donats el pla x+2y+m-z=7 i el pla que passa per P, Qi R, trobeu m perque siguin paral-lels i no coincidents.
x=1 y+2
(2011-setembre-2) 5. Considereu la recta ' IR = 1 TE7% jelpla m: 2x+ y-5z=5.
a) Estudieu la posicid relativa de la recta ri el pla it en funcié del parametre a.
b) Quan a = 3, calculeu la distancia de la recta r al pla .
EVAU Jun 2023 Dada larectar = x;—l = % = %, elplanomr=x -z =2 yel punto A(1, 1, 1) se pide:
a) Estudiar la posicion relativa de r y  y calcular su interseccion, si existe. b) Calcular la proyeccion ortogonal del punto

A sobre el plano m. ¢) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la rectar.

Sept 2015. A I'espai tridimensional considerem la rectar: (x,y,z)=(3+2 a, -a, 3-a) i els plans ©1: x+y+z=-1 i m2: (X,y,2)= (2+A,
1-A+u, 1) a) Calculeu I'equacid cartesiana (Ax +By + Cz=D) del pla m2 b)Trobeu els dos punts de la recta r que equidisten
dels plans w1y m2.



