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Part 1. Matrius

Suma de Matrius:
Ej.: Determina els elements que faltensiA+B=C

A_345 _[2 ¢ d C_f 7 6| (5 4+c 5+dy_(f 7 6) f=5 S5+d=6->d=1
15 a b - 3 1 =10 [5+e a+3 b—1]_1 -1 0]4:1:—4 b—1=0—=b=1

Producte de matrius: Requisit: n2 files A = n2 columnes B. Exercici: Multiplica A(3x2) per B(2x2) «+Dimensio de la matriu

1 3)] T3 1-4+3-2 1-34+3-2) (10 9
A=|2 2} 1 B=(Q2)E>A-B= 2-4+2-2 2-3+2-2|=[12 10
11 1-4+1-2 1-3+1-2[ |6 5

Matrius especials: Identitat: Diagonal 1 reste 0 ; Nula: Tots elements 0 ; Diagonal: 0 tots els que no estan a la diagonal.
Triangular superior: 0 elements per baix de la diagonal principal; Adjunta: substituir cada element pel seu
determinant.

Transposada: (o Trasposta) les files de At son les columnes de A. Exercici: Calcula (A - B)t = B'- At

3 r

,4—:) ; B_[_4 ]] [1) ;[_4 1] _{_4 1]* [1) ;_{—4 5}[1 0 5]_[31 15 —40]
s . 58/l _,|l 58 58 1 _y 1 8)17 3 —4)7 |57 24 —27

Simétrica: és una matriu quadrada la diagonal principal es eix de simetria on A = A, és a dir, si aj = aj
Antisimétrica: Diagonal principal 0 i At = -A, és a dir, si ajj=-a;i Exercici: Completa la matriu perque sigui antisimeétrica:

(@ 1 b a 1 b ésantisimétrica si:
c 0 3| Soljc 0 —3|g=0b=-2c=-1,d=3e=0.
lz d e 2 d e N~
Rang de la matriu: calcula el rang per mitja del métode de Gauss T~
3 2 7 3 2 7 (o~
3 27 7/
o -1 2 o -1 2 -3
0 =1 2} ——=— 9 35 — rang =
_5 3 D F=F+=F O - Rt If‘ =.':‘ + THIE- D O' S
’ 33 ’ 3

7 1 -3 5 7 1 =3 5 7
8 —3 —2 14| ——(0 21 —42 —-4)| —— |0 21 —42 —42| rang=2
ol . 0 7 —14 —14|E=E-3E o 0 o0 0

Matriu inversa:
a) Matriu inversa mitjancant la definicio:

3a—5c=1 a=>2
— _ — _ L 12 5
[ 3 5] |da b _ 1 0 3 3b-5d=0 _ b=5 r*na[nu||r1',,,-!er5‘;|_[1 3]
—1 2) |c d 01 —a+2c=10 c=1
—b+2d=1 d=3
b) Matriu inversa pel métode de Gauss:
3 7] [=3 7|1 0 -3 :;O -3 ?12521 1 0|-5 -7
2 =5 2 5|0 1.C=Ic+£|c_ 0 —E E 1| f=F+21F 0 —|— 1| f_1 |0 1}—-2 =3

c¢) Matriu inversa pel métode dels determinats:

X
_[4 3 14 3o4.0.03= _[4 2 L4 2 -3} o lf2 3t -3
A—(2 2):’;>der.4 L 2] 4-2-2-3=2 > trasposta A_(.3 2) adjunts A’ —{_2 4) - 2(_2 aw 22

Propietats:

0 =element neutre suma: A+0 = A [ = element neutre producte: A-1 = A
Commutativa de la suma: A+ B=B+ A Commutativa del producte: NO
Inversa: A-A-1=A1.-A=1 la diagonal principal es un eje de simetria

Associativa: Ax (Bx C)=(AxB) xC Distributiva: A-(B+C)=A-B+A-C
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Poteéncia de Matrius.
Fem el producte A" = A- A.... Matrius cicliques: Si tendeix a una successio estable, trobar el patrd.
Exercici) Determina el valor de A", per a cada n i troba A3°0 — A0,
4= 1. 011 0 _ 1 0
6 1) 13 1 9 1

S P I A P

Engeneral:ﬂl”:[1 D]—>A35”—A’5":[ 1 O]—{] D]:[O D]
3n
CCSSJUNY 2013: p

1 1.050 1 750 1 300 O
_[0 —1J
Sigui lamatriuA. ~ \1 0 A2=A-A=(_1 OJ_ A’ =A2-A=[O 1J e =A2-A2=[1 OJ
a) Calculeu A% A3. U 10 0 1
b) Calculeu A201 i A3%4: Sol: A2 = A -A A= . Com que 344 és multiple de 4, 344 A=1Id

Sistemes

Metode de reduccid per files, métode de Gauss:

1.- Escalonar inferiorment per files la matriu ampliada A'.

2.- Es poden canviar |'ordre de les columnes (excepte I'Gltima) anotant el canvi d'ordre en les incognites
3.- Qualsevol fila nul-la es pot suprimir, simplificant aixi la matriu.

4.- Si ens trobem amb una fila que té tots els elements nuls excepte I'Ultim, el sistema és incompatible.

Tious sistema: R(A) = R (A") = N° Inc Sistema Compatible Determinat (SCD)
Tipus sistema:
Compatible _ _ _
Teorema de Rouché- R{A) = R (A7) R(A) = R (&) < N® Inc Sistema Compatible Indeterminat (SCI)
Frobenius
[ncompatible  Ria)#R (&) Sistema Incompatible (ST)

Exemple : Resoleu el segiient sistema de 3 equacions amb 3 incognites pel metode de Gauss-Jordan.

xt+y+z=6 1 1 16 1 1 116 1 0 01 =3
x—y—z=—4 B> A'=[1 -1 -1|-4]> g 2 210|001 02 y=2
x+y—z=0 1 1 -110] 00 -21-6 00 113 x=1

Determinats
1. Si multipliguem una columna per un nombre, el determinant queda multiplicat per aquest nombre

2. Un determinant que contingui dues columnes iguals o una columna de zeros, val zero.
3. El valor del determinant no varia si bescanviem les files per les columnes conservant l'ordre.

1) Regla de Sarrus: b) Menor complementari:
+ -

1 5 1
0 4] ,[5 1 51
30 4=|-[ }3[ ]+(-2}~I ]=-?3
w %{ 232 B2 B2 0 4

Meétode de Cramer:

Determinants que resulten en substituir la columna de cada incognita per la
columna de terme independent, dividits per el determinant de la matriu A.

Exemple:

x—y—z=—4 OdetA=[1 -1 -1|=4 o> detx=|-4 -1 -1|=4 dety=|1 -4 -1|=8 detz=|1 -1 -4[=12

x+y—z=0 1 1 -1 0 1 -1 1 0 -1 01 0
_detx _4_ det y _ dea‘z=]2=3
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PAU - Seccié Matrius (veure solucions al final — enllac a I’enunciat)
1) (CSS2012S. 6. Donades les matrius A, Bi C 11 (2N 4 ox
a. Trobeu una matriu X tal que A-B + X = C. A= 1 1 2;,B= -1 2 ;,C=|_1 1;
b. Calculeu C3. A ‘ o 1) -
2) (€SS 2012. 3. Considerem les matrius A i B: 2 1 30 M1 -1
a. Justifiqueu si és possible efectuar A-B o B-A. En cas afirmatiu, calculeu-ho. A 110 4 | B :[ 0 5|
b. Calculeu B?i B3. - ’ - ’
3) (CSS 2014J. 4. Siguin les matrius A i I, determineu x per tal que es verifiqui I’equacio: x 0) 1 0
A2-6A+51=0, on 0 és la matriu en que tots els elements s6n 0. A= 0 x 1= 0 1Jf

4) CSS 2014). 3b. Siguin les matrius. A, B, 1
a) Determineu una matriu X que verifiqui A-X=I A
b) Determineu una matriu Y que verifiqui A-Y-A=B

Il
T
[ )
Noow
R
[
|

@
=3
AN
P
[
ST,
o -
o
R

5) (CSS 2015 — 4. Siguin les matrius A y B: ; 5
a) Calculeu les matrius A+ BiA-B A=[ a],5=[ c]

b) Determineu els valorsdea,bicquefan A+ B=A-B 2 -a T
. _ [a =3 (7 15)
6) (CSS 2015S — 4. Trobeu les matrius A i B sabent que: A-2B=| 3 4J i 2A+3B=‘ 2 ¢l
7) CSS 2013. 2 Siguin les matrius A i B. ‘9 N
N . { I'd ™\
a) Determineu el valor dels parametresaib quefaque A-B=B:-A A= ‘ aJ B :‘ 3 0)
b) Determineu el valor de a per al qual es verifica A2 = 2A -2 0 \b 1)
8) (CSS 2017. Considereu les matrius A, Bi C, on min son dos nombres reals. 1 & 0 1. 1 -1
a) Comproveu que es compleix la igualtat: (A — B) - (A + B) = A? — B2, = (5 1) B= (L 0} e= (m n )
b) Determineu i per tal que les matrius i commutin, és a dir: B-C=C-D
9) (CSS 2017. 6. Considereu les matrius A y B. a 1Y% 2 -1
a. Calculeu el valor del parametre a per al qual es compleix que A-B=B-A 4= 0 2 i 8= 0 1
b. Per al valor a=2 , trobeu una matriu X, tal que AXA = B.
10) CSS 2016 — 6b. Considereu les matrius Ai B: 1 -1 2 —1 3§
a) Calculeu les matrius A-B i B-A A=|-1 3 igz(l _1 2]
b) Justifiqueu si en algun cas és possible calcular P? quan P és una matriu no quadrada. 21 -
11) CSS 2015 —4B. Donades les matrius Ai B: i1 _lJ [_3 0
1 o) A= i B= l
. 1 0) N
Calculeu la matriu X que compleix: X-A+B*=2:I,,0n |, =‘ o 1/° (I, = Identitat) \ 21
. . (2 a . > _ (3 2a
12) CSS 2018. Considereu les matrius M = ( ) a) Determineu a de manera que M* = ( )
O—a 1 0 —2a -1
b) Determineu a de manera que M~ = (_1 2). (M~ matriu inversa, a és un nombre real)
13)CSS SET 2018. a) Trobeu les matrius A i B que compleixen que: A — 2B = (1 13) i 2A+3B = (2 _9)
0 -5 7 4
b) Determineu el valorde a, b, cid perque es verifiqui que ((11 i) . ((2) _04) = (Z :;)
14) CSS 2019. 2. Resoleu les quiestions seglients: a) Considereu la matriu M M = (2 5 )
Calculeu els valors de a i b per tal que es verifiqui la igualtat M2 +a- M +b-1=0, g _11
b) Considereu la matriu A. Trobeu totes les matrius B que commuten amb la matriu A4, A= (1 1)

és a dir, que compleixenque A-B =B - A.
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15) CSS Set 2019. 1. Volem enviar una data codificada. Per a fer-ho, considerem el vector de tres components
X =(d m a), en el qual d expressa el dia, m el mes i a I’'any. Tot seguit, fem I’operacié X - A + B, en que A i B son matrius. El

resultat d’aquesta operacié és el vector codificat que enviem. 1 0 -1

a) Sila data que volem enviar ésI’1 de gener de 2019, és a dir, si X =(1 1 2019), A= (0 1 _1) iB=(5 -5 5)

quin és el vector codificat que enviarem? 1 0 0

b) Si el vector codificat que ens ha arribat és (2036 1 —13), quina és la data sense codificar?
16) CSS 2020. Considereu les matrius Ai B. a) Comprova que es compleixque At =42 A= ( 0 1 ) i B= (2 1)

b) Resoleu I’equacié matricial A- X + B =1 (I és la matriu identitat) -1 -1 1 2
17) CSS Set 2020. Considerem la matriu A. Estudieu per a quins valors de x x =2
-~ ) S e A= ( )

la matriu inversa de la matriu A coincideix amb la seva oposada, ésadir, A '=-A4 5 —x
Cientific ‘0 1)
18) CT Set 2007 Considereu la matriu A. Trobeu els valors de p i q que fan que es verifiqui A= A. A =[ ‘

En aquest cas, raoneu sense calcular qué val A%, \P 9
19) CT 2015. 5. Sigui A una matriu quadrada que compleix que A3 =1, en qué | és la matriu identitat.

a) Demostreu que la matriu A té inversa i que Al = A2

b)Enelcasde A = (_11 _az), calculeu si hi ha cap valor del parametre a per al qual A= 1

20) CT 20155S2 Q5 a) Calculeu la matriu de la forma A = (1 g) que satisfa A2- A =1, en qué I és la matriu identitat
b) Calculeu A7 i comproveu que el resultat es correspon amb el que obteniu de deduir la matriu A~ a partir de la
igualtat A>=A=l.

21) CT 2015. S4 Q5.- Sigui A una matriu quadrada que compleix que A3 =1, en qué | és la matriu identitat.
a) Demostreu que la matriu A téinversai que A1 =42

b)Enelcasde A= (_11 _az), calculeu si hi ha cap valor del parametre a per al qual A3 =1

22) CTJun 2014.- 6. Responeu a les qliestions seglients:
a) Demostreu que si A és una matriu quadrada que satisfa la igualtat A%=l, on | és la matriu identitat, aleshores A és
invertible i A~ satisfa (A=%)?=I.

b

b) Calculeu I'expressié general de les matrius de la forma A = (Ccl )

) amb b#0 que satisfan la igualtat A%=I.

23) CTJun 2014.- 1 Considereu la matriu M. — 1 a a’ ,
a) Calculeu el rang de la matriu M en funcié dels valors del parametre a. M=(1 a+1 (a+1)
x 1 1 a—1 (a—1)*
b) Discutiu i resoleu el sistema d’equacions lineals. M (3’) = (1)
Z / ’ i
/ 1 1 2 )
24) CT 2007. Donada la matriu segilient depenent d’un parametre m, £ pd 2 m 2m
Estudieu el seu rang segons m \m 2 2+m)
-1 B 0
25) CT 2011 S2 Q4. Siguila matriu A,  a) Calculeu A2i A®. b) Deduiu el valor de 101 A%, 22
NOTA: Treballeu amb radicals; no utilitzeu |la representacié decimal. A= g 5 0
0o 0 1
26) CT 2004 S4 Q5. Considereu el vector U i la matriu A. 1N 1 =1 1
a) Trobeu tots els vectors ¥ quefanqued - ¥ = W. -
) a a a W=l2]4=]2 1
b) Quina condicié han de complira,bicpertalquead- ¥ = <b> no tingui \4/ 0 -1 5
c

o L.
cap vector v solucié?
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Part 2. Sistemes i problemes (Solucions al final)
1) CT 2015 -S2 Considereu el sistema d’equacions lineals segilient: =3x+2y+3z = 0
a) Calculeu per a quins valors del parametre a el sistema té més d’una solucié (a—2)y—3z = 0}
b) Resoleu el sistema per al cas a=-3 —x—=y+(-a—-3)z = 0
2) 2015. 1.- Considereu el sistema d’equacions en qué m és un parametre real. x=2y-2z = 0
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre m -mx+3y+z = 0
b) Resoleu el sistema pera m= 1. Xty = 4
(k-1)y+((k*-1)z=0
3) Juny 2014.- 2b. Responeu a les gliestions segilients: (4k+Dx-y-7z=1
a) Discutiu el sistema d’equacions lineals en funcié dels valors de k.
. _ x+y+z=0
b) Resoleu el sistema per a k=1
4) 2016: 1. Considereu el sistema d’equacions lineals seglient: — 2x +4v + Ay = 4k—7
Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre real k. 2x—ky = -1
Resoleu el sistema per al cas k = 0. “Ix = k+1
0 0 1 1
5) CSS 2016S — 3. a) La matriu ampliada d'un sistema de tres equacions amb tres incognites es A — 0 -1 1 0
Justifiqueu, sense resoldre'l, si el sistema es incompatible, compatible indeterminat, o determinat. 5 2 2|0
b) Considereu ara la matriu d'un altre sistema de tres equacions amb tres incognites B: — 21 0 3
Justifiqueu si es incompatible o compatible i, en aquest darrer cas, resoleu-lo. 1 0 1 2
1 1 —1 1
6) 2013 S5 Q2 La matriu de coeficients d’un sistema d’equacions lineals homogeni és: -1 2 3 ]
a) Per a quins valors del parametre a el sistema té una solucié? Quina és aquesta solucié unica? A=12 1-4a 0
b) Resoleu el sistema sia =2
4 1 2a+2)|

2x+y-z=k-4
) . (k—6)y+3z=0
7) PAU 2011 54 Q4. Analitzeu, segons els valors del parametrek. —
(k+1)x+2y=3
Sx+y+4z=19
8) PAU 2020 S1 Q2. a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k. — kx+2y+8z=28
b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas k = 0. Sx+y—kz=23+k
o . . z—y+z = 0
9) (CSS 2016 - 3. Sigui el sistema d'equacions - . .
. L : . dr+4y—5z = 6
a) Justifiqueu si és compatible determinat. ey = 9
b) Resoleu el sistema format per les dues primeres equacions r=y
. : ; . . . ax+y =a
10) PAU 2020 S3Q3. Considereu el sistema d’equacions lineals seglient —
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a. x+ay+z=>5
b) Resoleu el sistema peralcasa=2 xX+2y+z=

11) CSS 2014J. 1. En Pol, la Julia i la Maria han comprat un regal. La Julia ha gastat la meitat que la Maria, i en Pol n’ha gastat el
triple que la Julia.
a. Expliqueu raonadament si amb aquestes dades en tenim prou per a determinar quant ha gastat cadascun d’ells.
b. Si a més ens diuen que entre tots tres han gastat 63€, quant ha gastat cadascu?.

12)CSS 2014). 6b. Un botiguer vol determinar la quantitat de bitllets de 5€, 10€ i 20€ que ha de tenir a la botiga per a atendre
millor els clients. En total, vol tenir 1.375€ en 90 bitllets a la caixa. A més, s’ha adonat que li convé tenir el doble de bitllets
de 20€ que de 5€ i 10€ junts. Quants bitllets haura de tenir de cada classe?

13) CSS 2014S - 1. Si un venedor d’articles de luxe fa un descompte del 20% sobre el preu de venda d’un article, guanya 1.848€
sobre el preu de cost; si fa un descompte del 50%, perd 420€.
a) Calculeu el preu de cost i el preu de venda de I'article. [1 punt]
b) Quin percentatge aplica sobre el preu de cost per calcular el preu de venda?
(Solucions)
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14)

CSS 2016. La butlleta guanyadora d'una loteria esta formada per tres nombres. Sabem que la suma del primer i el segon
excedeix en dues unitats al tercer; que el primer nombre menys el doble del segon és deu unitats menor que el tercer, i que
la suma dels tres nombres és 24. Quina és la butlleta guanyadora?

15) CSS 2016 S — 1. La Maria té el doble dels diners que tenen en Pol i la Julia junts. En Pol te la sisena part de diners que la

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

Maria. LaJulia té el doble de diners que en Pol. La Maria té el triple dels diners que la Julia.

a) Amb aquestes dades, podem saber quants diners tenen cadascun d'ells? Trobeu el conjunt de solucions possibles.

b) Si en Pol té 35 euros, quants diners tenen la Maria i la Julia?

CSS 2015 — 1B. El mes de gener passat, en Joan, la Carla i la Laura van invertir en borsa. La Carla va invertir el doble que la
Laura. Aquell mes, en Joan i la Carla van tenir uns guanys del30 %, mentre que la Laura va tenir unes pérdues del 10 %. De
resultes d’aixo, van obtenir conjuntament uns guanys del 20 %. Van acordar tornar a invertir el febrer, incrementant
cadasct un 10 % les seves inversions inicials. Si el mes de febrer van invertir entre tots tres 770 €, quina quantitat havia
invertit cadascu el mes de gener?

CSS 2013. 1b He anat a una botiga i he decidit comprar un pantald, una camisa i unes sabates. Si faig la compra avui, em
costara tot plegat 120 €. A més, actualment, la camisa i les sabates costen, plegades, el doble del pantalé. Si m’espero una
setmana, el pantald i les sabates tindran un descompte del 20%, mentre que la camisa només en tindra del 10%. D’aquesta
manera pagaré 99 €. Quin és el preu inicial de cada article?

CSS 2015S — 1. Una persona decideix invertir un total de 60.000€ repartits entre entitats d’estalvi diferents: A, Bi C. Aquesta
persona decideix que la quantitat invertida a I’entitat A sigui la meitat de la quantitat total invertida a les entitats Bi C. A
més, sabem que I'entitat A li ha assegurat una rendibilitat del 5%, I'entitat B una rendibilitat de 110% i I’entitat C una
rendibilitat del 2%. Calculeu les quantitats invertides a cada entitat d’estalvi si sabem que aquest inversor obtindra uns
beneficis totals de 4.200 €.

CSS 2014S — 3. El propietari d’'un bar ha comprat refrescos, cervesa i vi per un total de 5.000€, sense impostos. El vi val 600€
menys que els refrescos i la cervesa plegats. Si tenim en compte que pels refrescos ha de pagar un IVA del 6%, perla cervesa
un del 12% i pel viun del 30%, aleshores la factura total, amb els impostos inclosos, puja a 5.924 €. Calculeu quant ha pagat,
sense IVA, per cada classe de beguda.

CSS 2017 Jun. Tenim unes quantes monedes d’un euro distribuides en tres piles. Passem dotze monedes de la tercera pila a
la segona i, a continuacid, en passem deu de la segona pila a la primera. Un cop fet aixo, les tres piles tenen la mateixa
guantitat de monedes. a) Amb aquestes dades, podem determinar la quantitat de monedes que hi havia inicialment en cada
pila? Raoneu la resposta. b) Esbrineu la quantitat de monedes que hi havia inicialment a cada pila si sabem que en total hi
ha 51 monedes

2005 S4 P1: De tres nombres, x, yi z, sabem el segiient: que el primer més el segon sumen 0; que el primer més el tercer
sumen 1; que la suma de tots tres val 0i, per ultim, ens diuen que el primer multiplicat per un nombre k més el doble de la
suma del segon i del tercer dona 1. Es demana: a) qué podem dir del valor de k ? b) quan valen els tres nombres?

PAU ASTURIAS 2020 En una oficina se hicieron la semana pasada un total de 550 fotocopias entre fotocopias en blanco y
negro y fotocopias en color. El coste total de dichas fotocopias fue de 3,5 euros, siendo el coste de cada fotocopia en blanco
y negro de m céntimos de euro, y el coste de cada fotocopia en color cuatro veces el coste de una en blanco y negro.
a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcidén de m) donde las incdgnitas x e y sean el numero de fotocopias en
blanco y negro y en color hechas la semana pasada.
b) éPara qué valores de m el sistema anterior tiene solucidon? En caso de existir solucion, ¢ es siempre Unica?
¢Cuantas fotocopias en blanco y negro se realizaron en la oficina si cada fotocopia en color costé 2 céntimos?.

(Solucions)
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Full de Solucions: Tornar a enunciats
(1 2y (1 2y (00 , 1 2 5 2
1) €S52012s.6 _'"BE>X’L1 1) [71 1) [0 o) > =CC= [2 4} 1 1} {1 75J
- A -1
2) €S52012.3 a. A-B No és possible nombre de columnes diferent B-A = 1 1- 2 1 3': 3 1 1)
0 5)\-10 4/ (-5 0 20
. - e N a0
g1 1)[1 1_:[1 —6}83 g [1 1}[1 —6_:[1 31
0 5,0 5) (0 25 0 5)l0 25) (0o 125)
Tornar
(x 0Y(x 0y (x 0y _[L 0y (0 0} [(x_6x+5 V(o 0 x=
3) (S52014).4 DUDE DO B SR P S N O b (o
o xJlo x) 1o ) {o 1) 1o o0 L 0 x'—6x+5) lo o) *=>
4) C55.2014). 3b > A_'_:‘I P A-Y-A=B—>Y=A".B‘A"‘='f8 _13}
-1 2 (-5 8
5) (€SS 20154 PO E b IV Sl RN b 1
—_ . +B= = . + = . - = = —
) €552015-4 @ 3 1-a 2b-a 2c-a >a=lb=2c 2
(0 -86) 2 3y (1 3)
6) CSS 20155 — 4. 2’“*45“,\_5 g |7 A‘|\1 0o/%7l2 =2 Tornar
7) CSS2013.2 (6+ab —a) (6 3a)
a.A-B:‘ , -A:‘ |, que implicaa=0,b=-4.
L -6 0) \2b+2 ab)
, (2 ay(2 a) (4-2a 2a) "4 23} .
b. A"= |-| = | 2A= . iguals quana =0
-2 0){-2 0) | -4 -2a) —4 0)
4 16 25 10 2_ (26 10V.52 _(1 0O
_ - Ac = Be =
8) CSS2017 (A-B)-(A+B) = 4 DG D-=Go ) o 26)! 0 1)
c_(m 1 -1 1 .
B C_(l _1) C-E=(n m) m=-lin=1

_ (2a 0 (2 -1 4 =5
9) C€SS2017.6 ) 4B= F“ a+1) iBa=| j a=1. b)Ailent X =4"Ba”, 4ot JX; ;]
EE— 0 2 <

10) CSS 2016—6b a) 10 1) ‘o
AB=|1 -2 3, B-A= J
6 -2
5 -3 8 A
b) n2 de columnes primera # n2 de files de la segona — no es pot calcularP? Tornar

Y 1Y (5 N

11) CSS 2015 -4B X:(2‘I2—B2)-A’1 > Al= 2 ->X:|’77 O" 20 2

' o 1 \ 4 '| l| 5

\ 2) ' 2) -\

12) CSS 2018

= (G -G 92058 2= W=tz b mwar= (G (5 D=7 2101 we=m

13) CSS SET 2018.
a)M—ZB)—LZﬂ+3B):—7BE>B:(2 —S)A:(l 3) b)(l 2)(0 c):(4 c—8):(b —5) a=-1 b=

wesasz  (F Dre@ DG D= D wC 6 0-C D0 Y 72,

10 -1 10 -1
15) CSS Set 2019.1 a1 1 2019)-(0 1 —1)+(5 -5 5)=(2025 —4 3) by(x ¥ Z)<(0 1 —1)+(5 -5 5 =(2036 1 -13)
10 0 10

16) CSS 2020. a)A2=(_11 _01)-:>A‘1-A=1.-:>A2-A=(_11 —01).(_01 _11)=(é lli)z, b,XzA-l.(;_B)z(_zl _21)_

17) CSS Set 2020 4= (G Deaartan= (@ 3 D=0 L0a0)-6 DI
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Cientific Tornar
18) CT Set 2007 A2=A-A={D 1).[0 1}["’ quO 1) D=0 o_4
P gq)\p q) (pg p+q P q) g=1
19) CT2015.5 @) 44> =A>A=1 pertant A té inversai 4~ = 42| . .
. (l—-a -a) . 1 3a-a’ 3a—a? = 0 _
Y A_=( 1 4—a)'A3=[a—3 3a—8] a-3 = 0f a=3 [Aixiperaa=3. £'=1d
3a—-8 =1 Tornar

20) CT 201552 Q5
(G 0)-G =6 Do (1* DG D=6 Dol D=0 Doe=12 =G o)

wle-( )72 Y -C Yeaa-n=r=u-nasfroai-(C )@ 9-C 1)

21) CT 2015. 54 Q5. "')A‘Az=.42‘A=1,|]Jtl'tﬂntAtéirlversaiA"]=AZ|_ ) -
o (l-a -a}. 1 3a-a° 3a—a* = 0 _
b) A_=( ] 4—aJ1A3=[a—3 3a—8J a-3 = 0 a=3 |Aixiperaa=3, AJ=Id|.
3a—-8 = 1
22) CTJun 2014.-6 ER: A= AA=1; A=a;4=("2 D) p(¢ D 5=( Y)=ra= P
) un - 6. Sol:R: A2= A=l Ar=A;4=(" | ). ) 2)=0 1 _3/b2
Tornar
1 a« a’
0 1 2a+1
23)CT Jun 2014 a) 0 0 2 Rang Sempre 3 (millor per Gauss) b) Per Gauss o Cramer: x=1;y=0; z=0
24) CT 2007. (1 1 2 ) (1 1 2 ) (1 1 2 )
Esglaonant.| 2 m  2m ~lo m-2 2m4|~ 0 m-2 2m-4
(m 2 2+4m) 0 2-m 2-m) 0 0 m-2)
’ 1 1 2
determinant 15> om |=m?-4m+4=(m-2¢=0—->m=2.
2 2+m 3sim#2i1sim=2.
25) CT2011S2Q4
2 o)z F o) (3 Lo T F O[3 F 0 100
2 _| B - 5= —| = - eI R NI _
A=% 3 0¥ F 0= 5 0] 4=4-4=|5 F 0-|% F 0(=0 1 0
0O 0 1{{0 O 0 0 1 0O O 1|0 0 1] (0 0 1
33
1(;1/'23 101:3-33+2—)A“”=A3'33+2=A3'33-A2=(A3) -A2=[333-A2=I3-A2=A2
Tornar

26) CT 2004 S4 Q5

Matricialment: 4- V=W A" -A4-V=A4"Ww—o>V=A4"% si A no &s invertible, no podrem utilitzar aquest métode) Perd |A| =0

I -1 1) (x 1 x=y+z=1
Mitjangant un sistema d'equacions: A-v=wWw—>|-2 1 3| |y |=|2|—=>{-2x+y+3z=2 — (X,,V,Z):(—3+4Z’52—4’Z)
0 -1 5)\= 4 —y+5z=
a 1 -1 1 x a 1 =1 1 a
b) A-v=|b|>-2 1 3[|y|=|b| >0 -1 5 b+2a|- [c=2a+b]
c 0 -1 5}z c 0 -1 5 c

Tornar
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Solucions Sistemes i problemes
1) CT2015-S2

-3 2 3 -3 2 3 -
Wa=[0 g-2 -3 |olA=|0 a-2 -3 |=3@-2)(@+3)+6+3(@—2)+9=3(a?+2a-3) :D¢Q=Lz‘“z= [a=1]
-1 -1 -a-3 -1 -1 -a-3 a=-3

- El problema també es pot resoldre triangulant per Gauss la matriu 4

b) —3x+2y+3z = 0 sy
—5y—3z = 0} rang(4)=2 Dx=-yiz =— Ly (_y, y’zﬂ)
-x=y = 0

2) a) [Sim # 0]rang(4) =3 i per tant rang(4 ) = 3 SCD rang(A) = 2,jaque |(1) _32| =3 # 0, pero rang (A/b) = 3.5. Incomp.

0 -2 -1 1 0 -1 1 =20
0 3 1 -1 o1 -1 3 0
4 .
_l4a 1 ol_2_ _la 4 ol_Y_ =14 1 4l _C 4N yx=4y=0iz=4
hx= 1 =i=h Y= 1707 1 =t x=hy=0iz=4

3) Juny2014.- 2b a) R=Sik#1 i k#-3/2 R=3:SCD; si k=1 R=3 SCI 1 grau llibertat ; si k=-3/2 S|
b)(1/6+z, -1/6-2z, z)
4) 2016:1.
K#0: rang (A)=3, rang(A’) =3 = nombre d’incognites.
2 4 4|4k -7 Per tant, el sistema és Compatible Determinat.

2 —k 0] -1 14| = % :}k 3 _ _gg K=0: det(A) =0, rang(A) <3, pero el menor det 20
-2 0 0|k+1 5 0 o
4 ens diu que rang(A)=2 — Sistema Compatible Indet.
& amb 1 grau de llibertat: n-rang(A)=(3-2) =1
2x+4y = T4z _ 1 e R __6+d4z 342z |(-1 —3-2z
Para k=0: 0y — —1 } % X =~ substituint —1+4y =-7—4z y= = > (2 = ,z)

5) CSS 2016S — 3: Matriu rang 3 perqué és triangular. Per tant, Sistema Compatible Determinat
Rang (B==Rang (B’) = 2 = S Compatible Indeterminat, = x= 2-z, y=2z-1, z=z

6) Un sistema homogeni sempre és compatible.
-1 2 3
[4=|2 1-a 0 =-a2+2a—8:0a{
4 1 2a+2
-2 3 12 30
quan a=2 > A=|2 l-a 0 “‘|:0 1 20} :::A.—)y:—21—>‘(x,y,:):(—l,—Zi,l)‘
4 1 2a+2 '

a=—4 «Sia=—40 a=2 Rang(A)=Rang(A")=2<3=n"incognites — S.C.I.—> solucions
a=2 Sia#-4ia+2 Rang(A)=Rang(A")=3=n"incognites — S.C.D.—>1 solucic

7) PAU 2011 S4 Q4. Donat que la matriu de coeficients és una matriu quadrada, el métode millor és calcular el seu determinant i mirar
quins valors de k I'anul-len. Molt més complicat per Gauss:

2 1 -1|k-4 2, 1 -1 k-4 " ;
(A1B)=| 0 k-6 3| 0 |=|0 k-6% 3 0 M:o—pkuzknszo%{ =3
k+1 2 0] 3 0 =215 | k2 4+3k+10 2 k=-3
(*) Arribat aquest punt I'esgraonament es complica i resultaria molt més facil no seguir esgraonant 3
sind mirar els valors de k per als quals les files 2a i 3a sén proporcionals, és a dir, k/ﬁ:ﬁ
- +

oSi k#5 i k#3 aleshores Rang(A)=Rang(A|b)=3=n° incognites — S.C.D.
o Si k=5 — Rang(A) = Rang(A|b) =2 <3=n" incognites — S.C.I.

eSi k=-3 —> Rang(A)=2#3Rang(A|b)— S.I.
8) PAU 202051 Q2

k=10

*Cas k#—4ik#10: |4 #0— Rang(A)=Rang(A')=3=n° incognites — S.C.D
*Cas k=—4: Rang(A)=2=Rang(A')<3=n" incognites > S.C.1.

|A:0%k2—6k—40:0%{
* Cas £=10: incompatible

9) (CSS2016-3
) £52006=3 @ /1 -1 1 0 I -1 1 0 s6n de rang 3
3 4 5|6 — 0 7 8|6 .
-1 0 9 00 —11 2 sistema és compatible delerminat.
1 -1 1 0 .o _y+6 o Ty—6
(b) De ( 0 7 -8 ‘ 6 ) O}JL(,I-UIIL € = 5 y =y, z = .
z+6 . Bz +6

Si parametritzem per z oblenim x = T YT T 2
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10) PAU 2020 S3Q3

a) |ax+y =a a 1 0
x+ay+z=5—->4=1 a 1 —>|A|=a2—2a:0_>{a0
X+2y+z=5 121 a-2=0—a=2
0100 |
eCasa=0: A'=|1 0 1 5 = {l 01 5]% Rang(A)=2=Rang(A')<3=n"° incognites —S.C.L
12 1 5 01 0:0
21 012 :
eCasa=2: 4'=|1 2 15 = [(l) 23 12 SSJ—>Rang(A):2:Rang(A')<3=n° incognites — S.C.1.
1 2 1:5 :

eCasa=0ia=2: |A#0— Rang(A)=3— Rang(A)=3= Rang( A" =n" incognites —S.C.D.

A-18-24
b) (xsysz) _(,851)
3 3
11) CSS2014).1 . r
po_Z y= Z
J V‘E tres incognites i dues equacions. | 2
i 5 Per tant, no podem determinar Y, x=3y E:> x=315,y=10,5,z=21
X= |
N Y lxf\/fz=63
12) CSS 2014J. 6b x=5y=102=20€ X+y+z=90 1
5x+10y+20z=1375: %x=25,y=52=60
2=2(x+vy)
0.8x=y+1848] x=7560yvenda 7560 —4200
13) 4. Y bh. ————=0.8 80%.
0.5x=y—420 y = 4200; cost 4200
14) CSS 2016 tH+y—2 = =z
o—2y+10 = =z r=9y=4,2=11
rt+ytz = 24
15) CSS2016S-1 r = 2y+4z) T= 6y, z = 2y. (b) Substituint y per 35, obtenim que la
(ﬂ) y = ::;/6 infinites solucions. Maria té 210 euros i la Jilia en té& 70.
z = 2y
r — 3z
16) €552015- 1B v - 2 x =175,y = 350, z = 175
0,3x+0,3y—-0,1z = 0,2(x+y+2) . )
1, l(x sy z} _ 770 Joan va invertir 175 €,
17) CSS 2013. 1b X+y+2Z=120 x = 40,
y+2z=2x y = 30,
0.8x+0.9y+0.8z=99| z=50.
18) CSS 2015S5-1 X+Yy+z=060000 .
) y ., X+Yy+z2=60000 x = 20000,
x=”7 Lobé  2x—y-z=0 & y=30000,
z = 10000.
0,05x + 0,1y + 0,02z = 4200 5"+10V+21‘420000J
19) €SS 2014S5-3 J’x+y+z=5000 1 1 1 5000 (1 1 1 5000) [x=1200€
z=x+Yy—600 —-|/1 1 -1 600 |+ I0 0 2 4400 I—)-=y=1600€

|0,06x+0,12y+0,3z=924 |1 2 5 15400 (0 1 4 10400/ |z=2200€
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50.

20) CSS 2017 Jun (1 -1 0 —8) (1 -1 0 | —8) ] . X = z-—22
1 0 =1-22/% 1 =1l=1a indeterminat. y=z—14
by ( X~V = -8 z
XxX—z = =22 x=7. y=15. z=29.
xt+y+z = 51
21) 200554 P1: (x+y=0 1 1 0 0 1 1 0| 0
X4z= 0 -1 1 1 @0 -1 1 1 . .
ot 220 — = 0 0 1 — Per compatible determinat
z;};_ N 001 0 0 0 ol3 Rang(A)= Rang( A| B)=n° incognites =3
+2y+z)=1 0 0 4-kf3-k . —)Rang(AlB)=3—>3—k:O%
1 1 0]0
1 1 0]0
10 =1 1]1|_
per al valor k=3: 0 0 110 =0 -1 1|1|>z=0— ‘ (x,y,z):(],—l,())
0 0 10
0 0 0Of0
22)
a) { x+y 550 b = Gauss 1 1 1550 1 1 550 ® Si m = 0, sistema es imcompatible.
mx+4my = 350 ' ( m  4m | 350 ) - ( 0 3m | 350—550m )o En otro caso, el sistema es compatible y determinado.
» Rouché-Fribenius. Como |A| = ‘ ; 4.1rn ‘ =3m=0«=m=0 & Param =10, como (1) ggg =350+#0 sistema es incompatible.
i 1 1|55 x 4+ y = 550 [ y=75/15=50 . _ A 750 a7
Método de Gauss. ( 015 ‘ 75 ) — { LSy = 75 { T 55050 — 500 Método de Cramer. [A|=15. Al = ﬁ =500, y= W, 3=

Tornar a enunciats matrius

Tornar a enunciats sistemes




