Ofimega academies Exercicis PAU cientific - tecnologic P1

Exercicis PAU per repas cientific - Exercicis amb solucions al final de cada tema per comprovacio.

Matrius solucions matrius

1. 2023 S Siguin A = (g %), B = (_23 _21) i la matriu identitat d’ordre dos. a) Comproveu que (A - 21)%2= 31

b) Utilitzant la igualtat de 'apartat anterior, trobeu la matriu inversa de la matriu A en funcid de les matrius Ail, i
comproveu que coincideix amb la matriu B.

2. 2015 J Responeu a les gqliestions seglients:

1 a
1 0
b) Calculeu A™' i comproveu que el resultat es correspon amb el que obteniu de deduir la matriu A™?

a partir de la igualtat A=A =1 .

) que satisfa AZ— A=, en qué | és la matriu identitat, I = (1 0)

a) Calculeu la matriu de la forma 4 = ( 0 1

3. 2023. Considereu les dues matrius seglents: a) Calculeu les matrius A-BiB - A. 2 -3 5 2 20
b) Siguin C i D dues matrius quadrades del mateix ordre que satisfan A= -1 4 5 B=| -1 -1 0
C-D=CiD - C=D. Comproveu que les dues matrius, Ci D, sén idempotents 1 -3 -4 1 2 1

(si coincideix amb el seu quadrat)

4. 2015. 5.- Sigui A una matriu quadrada que compleix que 4% =TI, en qué I és la matriu identitat.
a) Demostreu que la matriu A té inversa i que A =A4?

b)Enelcasde 4 = (_11 _az) , calculeu si hi ha cap valor del parametre a per al qual 4> =1

5.Jun 2014.- 1 Considereu la matriu M. = 1 a a?
a) Calculeu el rang de la matriu M en funcié dels valors del parametre a. M=(1 a+1 (a+1)?
b) Discutiu i resoleu el sistema d’equacions lineals. 1 a-1 (a-1)?
6. 2013 Jun Sigui la matriu A: = L
a) Que significa que la matriu B sigui la matriu inversa de A? M \/oz \{g ‘/E
b) Trobeu el valor del parametre p perqueé la matriu inversa de A i la matriu N 7% B TE
transposada de A coincideixin R

7.Jun 2014.- 5b Responeu a les gliestions seguients:
a) Si Ai B sén dues matrius quadrades d’ordre n, demostreu que (A+B)2=A2+2AB+B2<~AB=BA.
b) Si M1 i M2 sén dues matrius de la forma, amb a, b&ER, comproveu que el producte M1-M2 té també la mateixa forma i
que M1-M2=M2-M1

8. 2014 Juny.- 1 Considereu la matriu M. — 1 a a?
a) Calculeu el rang de la matriu M en funcié dels valors del parametre a. M=[1 a+1 (a+1)*|
o . , i . x 1 1 a-1 (a—1)>2
b) Discutiu i resoleu el sistema d’equacions lineals. > M-(y)=[1
z 1
9. 2019 Jun.- Sigui la matriu en qué a és un parametre real M = ((11 g)

a) Calculeu per a quins valors del parametre a se satisfa la igualtat M2 —M —21=0-en qué|és la matriu identitat i 0
és la matriu nul-la, totes duesd’ordre 2.
b) Fentservir la igualtat de I'apartat anterior, trobeu una expressié general per a calcular la inversa dela matriu M i, a

continuacid, calculeu la inversa de M per al cas a = V2.

10. 2014 Juny.- 6. Responeu a les qliestions seglients:
a) Demostreu que si A és una matriu quadrada que satisfa la igualtat A2=1, on | és la matriu identitat, aleshores A és
invertible i A satisfa (A%)%=1.

b

2) amb b#0 que satisfan la igualtat A= 1.

L, . a
i i =
b) Calculeu I'expressié general de les matrius de la forma A
c

11.2020). Siguitamatriv 4= (1, 1)

a) Trobeu la matriu X que satisfa 'equaciéd AX=I-3X en que I és la matriu identitat d’ordre 2
b) Comproveu que la matriu X és invertible i calculeu-ne la matriu inversa
0 0 1
12. 2021 . a) Donada la matriu A = <1 0 0), resoleu 'equacié matricial A2X=A-31, en qué |és la matriu identitat.
01 0
b) Una matriu quadrada M satisfa que M3-3M2+3M-I=0, en qué | és la matriu identitat. Justifiqueu que M

és invertible i expresseu la inversa de M en funcié de les matrius M i I.

13. 2020 J.- Sigui la matriu A: = 1 0 2
a) Determineu el rang de la matriu Aen funcié del parametre a A= (1 -1 1)
0 a 1

b) Comproveu que det(42+A4)=0

b 23\ (2 1)
b a),enquéa,bER.a)Calculeu 3 2)\1 2) b)Trobeu totes les

matrius de la familia S, que verifi- quin la igualtat A%=I, en qué | és la matriu identitat d’ordre 2

14. 2023 Considereu la familia S de matrius de la forma (a



Solucions Matrius

a-2p=[3 - g)r:(g g)=31 A —4A+ 4 =3] oA —dA=—] o 4A-A2=] oA =44

wrmaas(l -G D=4 P=p 4t an=2t s E=E)-[, 5

Z2a( 9G 0-G -G °)ﬁ>(”“ DG 0=6 DG J=6 Doe=12]a=0 o)
B lai - (* g)" (% *1) 1:>A A-D=1=@-n- Ac>;r1:;1—r:(i é)—(é 2 )
2 -3 -5 2 2 0 2 -3 -5 2 2 0 2 -3 -5 2 2 0
a]AAB=(—1 4 5)~(—1 -1 o)=(—1 4 5)=A B-A:(—l -1 0)-(71 4 5):(—1 -1 U):

1 -3 -4 1 2 1 1 -3 —4 1 2 1 1 -3 -4 1 2 1

B)(C-D=C | (=)D-C=D C*=C-C=(C-D)-C=C-(D-C) 5¢D=c¢ D*=D-D=(D-C)-D=D-(C- D)=D-C=D
@ ® ) )

4. @) A4 =4 A=1 |pertant A té inversai 4" = 42|

1 = 1
l-a -a 1 3a-a° 3a—a?2 = 0
2 . 3 _
DA =( | 4—a)lA =[a—3 3;:.-—8J a-3 = 0 a=3 |Aixipcraa=3, A=1d
3a—-8 =1
5. Sempre 3 b) Per Gauss o Cramer: x=1;y=0; z=0 (1 a a’ )
0 1 2a+1
00 2
6. a) La matriu B és la inversa de la matriu A si i sol si: A-B=B-A=1, | matriu identitat.
1 1 1 1
= = = — 0
I R I e I I R VR B
A-AT—|0o — -2l |= — ——=[=|010 2 imey TV
LY Y B IRV Y
1 1 1
Solucia 2 A1 =4T m(—ﬁ):ﬁ
V2 2

7. a)BA=AB ; M1:-M2=M2-M1

(X3

1 o a
0 1 2a+1
8. ‘o o 2 a) Sempre 3 b) Per Gauss o Cramer: x=1;y=0; z=0

9. 4\13711721:{””: “,}7[1 a]fz[l OJ:[":_Z 0 ]:(0 OJ—>a¥2:o—m:¢\E

a a’ a 0 0 1 0 a -2 00
M -M-2I=05>M -M=21 >M(M-1)=2] - M~ (\1 1)714‘
, 1 1 0 lio 2
N2, M -M-20=0. M =-M-D = —( )
aJ_uuzu( )2( 0 01))2\/,2_1

10. R:AA:|;A4:A;A:(3@ J
1 xeweane=((G 203G ) (& H7-1G )
b) De laigualtat (4 +31)X = I podem deduir directament que és invertible X~ = A 43/ = (_1 ) + 3( ) ( : 11)

alternativa, det(X) = —4 — (~3) = —1 = 0. pertant, X és invertible ~ x-* =L(*4 3)‘ - (—4 —1) ( 4 1 )
-1

12. 00 1\ /0 0 1 010
A2=A-A=(1 0 0)-(1 0 0)=(0 0 1) |42 =1 %0, invertible.
010/ \o 10 100

01 0 00
A2 X=A-3-1-X=(A2)"Y(A-3"1]) (AZ)’1=(0 0 1) =(1 0 U):A

0 1 -3 100 010
X=A(A—3-I)=(—3 0 1

1 -3 0
13 1 0 2 a = 1, rang(A) = 3.
. P e | : 1 0)_ g
det(A)=10 -1 -1 =] 1|=a—1-=>mng2ﬁ\que|0 _1|——1==0 a=1,rang(d) =2.
0 a 1
1 2a 4 2 2a 6
b) 22=4.4={0 1+a 2 A+A=[1 a 3 det(42 +4) =0jaque F1=2-F2
& 0 1+a a a 2+a
2 2a 6
alternativa |1 @ 3 |=2a(2+a)+6a+6a®—6a®>—6a—2a(2+a)=0
a a 2+a
14.

W )@ D=@ LA D0 ‘;)=( )

b) Az_(; ﬂ) (z ﬁ)=((122-:bb2 ﬂzzibb) (é 0) 2ab=0ia®+b?>=1

W A= ] =
e

4solucions:a=0ib= *lia=+1b=0.

les 4 matrius possibles son: ([1] 2)(_01 _1} (1 0) ( _1)
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Sistemes ----

Solucions sistemes

1. 2013 Jun.- Sabem que el vector (2, 1, —1) és una solucid del sistema
Calculeu el valor dels parametres a, bic

ar +by +cz= a+e
br — y +bz=a—-b—-¢

cr — by + 2z = b
2. 2016: 1. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient: x+dy+az = k-7
Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre real k. 2x __g B :L L ]
Resoleu el sistema per al cas k=0.
0 0 1|1
3. 2016 - Social S — 3. a) La matriu ampliada d'un sistema de tres equacions amb tres incognites es A — ( [: _5)1 l‘_) ::

Fustifiqueu, sense resoldre'l, si el sistema es incompatible, compatible indeterminat, o determinat.

b) Considereu ara la matriu d'un altre sistema de tres equacions amb tres incognites B: —
Justifiqueu si es incompatible o compatible i, en aquest darrer cas, resoleu-lo.

4. 2015. 1.- Considereu el sistema d’equacions en qué m és un parametre real.
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre m
b) Resoleu el sistema peram =1.

5. 2015 — S2 - Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:
a) Calculeu per a quins valors del parametre a el sistema té més d’una solucié
b) Resoleu el sistema per al cas a=-3

6. 2014 Juny.- 2b. Responeu a les gliestions segilients:
a) Discutiu el sistema d’equacions lineals en funcié dels valors de k. =
b) Resoleu el sistema per a k=1

7. 2019 Jun: Considereu el sistema d’equacions lineals seglient, que depen del parametre real k:
a)Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k
b)Resoleu el sistema per alcas k=- 1.

8. 2017 J. Considereu el sistema d’equacions lineals seglient, que depén del parametre A:
a) Estudieu per a quins valors del parametre A el sistema és incompatible.
b) Resoleu el sistema per alcasA=1

9. 2020 J. Considereu el sistema d’equacions lineals segilient, que depen del parametre real k.
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
b) Resoleu, si éspossible,el sistema per al cas k=0

10. 2021 J. Considereu el sistema d’equacions lineals seglient, que depén del parametre real p:
a)Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre p.  b) Resoleu, si és possible, el
sistema per al cas p=2.

11. 2022 J. Sigui el sistema d’equacions lineals , en qué m és un nombre real:
a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre m.
b) Resoleu el sistema, si té solucid, per al cas m =1.

12. 2023 J. Sigui el sistema d’equacions lineals seglient, que depen del parametre real A:
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre A. b) Per al cas A=—1, resoleu el
sistema, interpreteu-lo geométricament i identifiqueu-ne la solucié.

13. 2023 J S5 . Considereu el sistema d’equacions linealsen queé k és un parametre real.
a)Discutiu el sistema en funcioé del valor de k. b)Resoleu el sistema pera k=0iperak=1

14. 2024 J Considereu el sistema d’equacions on k és un parametre real.
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k, i resoleu-lo per a k = 0.

b) Resoleu el sistema per a k=-1.c) Per a k = -1, modifiqueu la tercera equacié de manera que

el sistema esdevingui incompatible. Justifiqueu la resposta

15. 2024 S Considereu el sistema d’equacions seglient, on m és un parametre real:

a) Discutiu el sistema segons el valor del parametre m. b) Trobeu la solucié del sistema peram =0

x=2y—z = 0
-mx+3y+z = 0
x+y = 4
=3x+2y+3z = 0
(a=2)y=3z = 03}
—-x=y+(=a=3)z = 0

(k-Dy+(k’ -1z=0
(4k+1)x-y-7z=1

X+ y+z=0

[ x+3v+2z=-1
J x+kEv+3z=2k
‘L3x:—7_1‘+7::k—3

Ax+y-z=0
y+z=10
2Ax - y+5Az=30

kx +2y+8z =28

{ S5x +y+4z=19
Sx+y—kz=23+k

px+y+z=2
2x+ py+ plz=1
2x+y+z=12
2x+y—z=1

x+my+z=2
3x+y—mz=3

x+2Ay+(2+A)z=0
2+A)x+y+24z=3
2Ax+(2+A)y+z=-3

x-y+kz=-1
x+ky+z=3
2x+(k-1)y+2z=2

4x+2y-z=4
x—y+kz=3
3x+3y=1

X=3y+mz=-2
X+my+2z=3
X+y+2z=m



Solucions Sistemes

L 2 +b—c= a+c a=3
2b—1—-b=a—-b—c; p=1
20e—-b—-2= b c=2
2. 2 4 alak—7 K#z0: rang (A)=3, rang(A’) =3 = n2 incognites = S. Compatible Determinat.
2 —k o] =1 Al - g 4k ; — sk K=0: rang(A)=2 — Sistema Compatible Indet. amb 1 grau de llibertat: n-rang(A)=(3-2) =1
-2 0 0|k+1 B - T perk=0: 2x+4y = -7-4z ~1 -3-22
2.0 0 -2 0 0 er A KA CE D)
Ar
3. a) R 3 perque es triangular: SCD b) R 2: Indeterminat : x= 2-z; y=2z-1; z=z

4, o Ei m # 0|rang(A4) = 3 i per tant rang(4 ) =3 SCD rang(A) =2, jaque |é _32| =3 = 0, perorang (A/b) = 3, 5. Incomp.

0 -2 -1 1 0 -1 1 =2 0
0 3 1 4 -1 0 1 o -1 3 0 4
_la 1 ol_%_ 14 4 ol_7_ =14 1 4 _Z_ =4y=0iz=
b)x_T_T_4, y= — =1=0,2 3 I 4 px=4y=01z=4
5. -3 2 3 -3 2 3
;f),.-l:(g a-2 -3 )q>|A|= a-2 =3 |=3(a-2)(@+3)+6+3(@—2)+9 = 3(a+ 2a-3). —o:>a_‘2*““z
-1 -1 —-a-3 -1 -1 —a — 31 . El problema també es pot resoldre triangulant per Gauss la matriu 4
b) =3x+2y+3z = 0 sy
—5y—3z = 0} rang(A)R2 x=-yiz=—1) ( yyﬂ)
-x=-y = 0
6. a)R=Sik, 1ik, -3/2 R=3:SCD; si k=1 R=3 SCI 1 grau llibertat ; si k=-3/2 SI b)(1/6+z, -1/6-2-z, z)
1 3 2 . , . . b
7 5 2 1-0 k=1 Cas 1: k £1.El sistema és compatible determinat det(A) >0 nombre d’incognites=3
1 & 3=k - - F——1 Cas 2: Sistema incompatible, ja que R(A)=2 R(A’)=3
3 7 7
8. 1 1 —1] CASI:SiA#0 i 1# —1 Rang M = Rang M = nim.incdg = 3 compatible determinat.
0 1 1| CASIL:Si A=0 RangM = 2% Rangz/fsistema és incompatible.
21 -1 541 CASII:A=-1 RangM =2 RangM =3 incompatible. b)(x =2 , y=4, z=6)
5 1 4 6 + VIETTE0 k=10 ° Sik # 10,—4 — rang(A4) = rang(A*) = 3 = S.C Determ.
detA = k 2 8 k —6k—40=0-=k= 2 k =—4 e Sik=10. 5 1 4 |19 I‘ang(A) =2: )
5 1 —k 0 0 0 |10 rang(A') _ 3—>S.Incumpat|bll
0 0 -14l14
p 1 1]2 —
10. 2 z|q p 1 12 3 2 p= 0
p p ) detd= 12 p p?|=-p’+3p"—2p=—-plp—-DE-2) p=1
211 21 1 p=2
a) Sip, 0,16 2:Rang(A) =rang(A’) =3 — S.C. Determinat.
Sip=0:rang(A) =2 rang(A’) =3 — S.Incompatible. Sip =2: Rang(A)=rang(A’) = 2 < 3 n2 incognitas
o[ Z2xty+z=2 B B B B
b) Si p=2: {2x+2y+4z -1 — Prenemz=t—x=3/2+t,y=-3t-1,z=t
2 1 -1
11. 4= m 1 |=-2m*+4m=2m(2-m)=0 sm=0im=2
31 -m
Sim=0im =2, comelrang(4) = 3[|A] # 0] =rang(A*) =nd'incognites =SCD
Sim = 0, per Gauss obtenim: (1 0 152) rang(A) =2 =rang(A*) <3 — SCI
0 -1 3:3
: 1 2 12 _ N
Sim = 2, per Gauss obtenim: 0 0 00 (0 : ) rang(4) =2 = rang(4’)
00 0i—6 Sl (Sistema Incompatible).
12. 1 24 244

2+4 1 24
20 2+4 1

=923 4+9=0 A=—1 CASI: A#-1 |M|#0, == Rang M = 3 = Rang M = Nincdgnites. (SCD)
CASI: 4=-1 |M|=0 = Rang M =2. Rang M = 2. (SCI)

13. (1 -1 k _1) ¢ k#-1k=1tenimrang M =rang MA=8 compatible determinat

0 k+1 1—k|4 |* k=1 obtenim la matriu rang M= rang MA= 2 compatible indeterminat
0 0 1-kl 0/ e k=—1obtenimla matriu MA=3 > rang M=2 incompatible
14, g 2 ! . N st __.
1 -1 k|=-3+6k—3—12k=0, sik=—1compatibledeterminat. sik = —1;indeterminat perak=0 x= _ y= 3+ Z=0
3 3 0 3
4x+2y-z
b} Peralcask =1, xt,‘),,z_:,'] (. Z)—(l -4 2/1——)1 € 3x+3y =2 incompatible

15 (a} L3m 3+,/9-a(-1)(-2)
1 m 2|l=-m*+3m-2, m= —"— 1,2 Simnoésnilni2, determinat. m =1 incompatible. m = 2 indeterminat
1 1 2

(b)sim=0 x=-11, y=—3, z=7. Perm=2 (x,y.2) =(51,-2).
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Geometria Solucions
1. 2019 Sept Considereu la matriu, en qué a és un parametre real = 1 0 a-1

a) Trobeu els valors del parametre a per als quals la matriu és invertible.

b) Discutiu la posicid relativa dels plans ml: x+(a—1)z=0, n2: x+ay+z=1 i n3: 4x+3ay+z=3 A= i ;a i

10

11

12.

13.

14.

15.

16.

en funcid dels valors del parametre a.

. 2015. 3.- Siguin el punt P=(2,0,2) i el pla pd’equacié x—y+z=1

a) Calculeu I'equacié paramétrica de la recta que passa pel punt P i és perpendicular al pla

b) Calculeu la distancia del punt P al pla
-1 y+3

. 2015 J Sigui r la recta de I'espai que té per equacié XT =— =z i sigui P el punt de coordenades (6, 0, -1).

a) Trobeu I'equacio cartesiana del pla que passa pel punt P i talla perpendicularment la recta r.
b) Trobeu I'equacié parametrica del pla que passa pel punt P i conté larectar.

. 2015. J4. Considereu a R3 la recta que té per equacio r: (x, y, z)=( —4+2A, -2, 1-A) i els plans 1 i m2 d’equacions

Tu: X+2y+2z =—1 im2: x—2y+2z = -3, respectivament. a) Determineu la posicié relativa de m1 i m2
b) Comproveu que tots els punts de la recta r estan situats a la mateixa distancia dels plans m1 i m2. Nota:

Axg+ By, +Czy + D

YA + B+ C

. 2015. 6.- Siguin a R3 el punt P =(2,3,3) i larectar: (x,y,z) = (1,2,3) + t(1,1,1).

a) Calculeu I'equacié parametrica del pla que passa pel punt P i conté larectar.
b) Calculeu I'equacio cartesiana (forma Ax + By + Cz + D) del pla que passa pel punt P i és perpendicular a larectar.

.2016: A R3, siguin la recta r que té per equacio (x, y, z)=(1+A,A,1-A) i el pla t d’equacié 2x—y+z = -2.

a) Determineu la posicio relativa de la recta ri el pla . b) Calculeu la distancia entre la rectari el pla m.

. 2020 3 a) Calculeu I'equacié general del pla m que passa pel punt (8, 8, 8) i té com a vectors directors u=(1, 2, -3) i

v=(-1, 0, 3). b) Determineu el valor del parametre a perqué el punt (1, -5, a) pertanyi al pla i calculeu I'equacio
parametrica de la recta que passa per aquest punt i és perpendicular al pla 1.

z+1

. 2015 Siguin ris les rectes: % =y=—1i(xy,2) =1+ 2a3—a,4+ 3a) a) Comproveu que els punts mitjans dels

4
segments que tenen un extrem situat sobre la recta r i I'altre extrem situat sobre la recta s formen un pla.

b) Trobeu I'equacio general del pla de I'apartat anterior.

. 2016: Siguin a R3el plad’equacidiels punts(3,-1,2)i(1,1,-2).

a) Comproveu que els punts i sén simétrics respecte del pla .
b)Si és la recta dels punts de la forma en qué és un parametre real i (), verifiqueu que els punts mitjans dels segments
pertanyen al pla .
. 2016: Siguin les rectes s (x,y,z) = (2,3,—3) + A(1,—1,0) is: "2;3 =y—5=2z+2
a) Estudieu si les rectes i son paral-leles o perpendiculars.

b) Determineu la posicid relativa entre les rectesii calculeu I'equacié parametrica de la recta que talla
perpendicularment la rectaila recta .

. 2014 Juny.- 2 Considereu el punt A=(1, 2, 3):
a) Calculeu el punt simetric del punt A respecte de la recta d’equacior:(x, y, z)=(3+A,1,3—A)
b) Calculeu el punt simetric del punt A respecte del pla que té per equacié 1 x+y+z=3 R:(-1,0,1)

2014 Juny.- 5. Siguin ri s les rectes de R3 d’equacions r: x3i =y= %1 is:(x,vy,2)=(1+20a, 3—a, 4+3a) ,amb aER.

a) Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat sobre la recta r i I’altre extrem situat sobre la
recta s formen un pla. b) Trobeu I'equacié general (és a dir, que té la forma Ax+By+Cz=D) del pla de 'apartat anterior.

2014 Juny.- 3b. Siguin els punts P=(1, 1, 0), Q=(1, 0, 1) i R=(0, 1, 1) i el pla m: x+y+z=4.
a) Trobeu I'equaciod general (és a dir, que té la forma Ax+By+Cz=D) del pla que passa pels punts P, Qi R.
b) Si S és un punt de i, comproveu que el volum del tetraedre de vertexs P, Q, Ri S no depen del puntS.

2014 Juny.- 4b Donats els plans mi: x—4y+z=2m-1 i T2: 2x—(2m+2)y+2z=3m+1,

a) Determineu els valors de m perque els plans il i m2 s’intersequin en una recta i calculeu un vector director de la recta
resultant que no depengui de m. b) Sigui el pla m:3x—2y+3z=8. Estudieu la posicié relativa del pla T amb la recta r definida
per la interseccié dels plans m1 i m2 quan m=1

2019 Jun. Un dron es troba en el punt P=(2,-3,1) i volem dirigir-lo en linia recta fins al punt més proper del pla d’equacié
m: 3+4z+15 =0.
a) Calculeu I'equacio de la recta, en forma parametrica, que ha de seguir el dron. Quina distancia ha de recdrrer fins a

arribar al pla? distineia 1A%+ By + 2+ D)
. N 1stancia ——m—————
b) Trobeules coordenades del punt del pla on arribara el dron. JEZiB 12

2019 Sept Siguin P, Qi R els punts d’interseccié del pla d’equacid x+4y+2z =4 amb els tres eixos de coordenades OX, OY i
0Z, respectivament. a) Calculeu els punts P, Qi R, i el perimetre del triangle de vertexs P, Qi R. b) Calculeu I'area del
triangle de vertexs P, Qi R. Nota: Per a calcular I'area del triangle definit pels vectors v i w podeu fer servir I'expressié S = ; llvxwll,



=2
17. 2019 Jun Siguin la recta {v i ;=1 ielplam: x-z=3

a) Calculeu I'’equacioé parametrica de la recta que és perpendicular al pla i que el talla en el mateix punt en que el talla la
|Axp+Byo+Czo+D|

rectar. b) Trobeu els punts de r que estan a una distancia de V8 unitats del plam. Nota: distancia e

18. 2013 Jun. Donats els punts P=(1, 0, —-1) i Q=(-1, 2, 3), trobeu un punt R de larecta que compleixi que el triangle
de vertexs P, Qi R és isosceles, en qué PR i QR son els costats iguals del triangle.

19. 2017 J. Considereu els plans ml: 5x —y —7z=1 i n2: 2x + 3y +2z=5.
a) Determineu I'equacio general (Ax + By + Cz=D) del pla que passa per I'origen de coordenades i és perpendicular als
plans nlin2. b) Calculeu I'angle que formen els plans 1 i m2
20. 2023 J Siguin els plans m1 i 12, determinats respectivament per les equacions mi: x+y=3 i T2: x—z=—-2. a) Trobeu
I’equacio general (Ax + By + Cz + D= 0) del pla 13, que és perpendicular a 11 i M2, i que passa pel punt P= (4, 1, 2) b) Siguir la
recta d’interseccid de mu i ma. Calculeu I'equacio vectorial de la recta r. ¢) Calculeu el punt Q de la recta r que és més a prop
del punt P
21.2022 ). Sigui la recta r definida per I'expressio seglent: r: (x,y,z) = (2+| , -1 +3| , 34| ) a) Determineu la posicié relativa de
la recta r respecte al pla mu:x—2y+4z-4=0. Si és paral-lela, calculeu la distancia de r a m, i si és secant, calculeu el punt de
tall. b) Calculeu I'equacio de la recta s perpendicular al pla i que talla la recta r en un punt P, la primera coordenada del
qual és 5 vegades més gran que la segona
22 2020 Un avio es desplaca des d’un punt A=(0, 3, 1) cap a una plataforma plana d’equacié n: x-2y+z=1 seguint una
recta r paral-lela al vector v=(1, —1, 0). a)Calculeu les coordenades del punt de contacte B de I'avio amb el pla i la
distancia recorreguda b)Calculeu I'equacié general del pla perpendicular a la plataforma i que conté la recta rseguida per
I'avié des del punt A

Solucions Geometria

1. 1 0 a-1
a)det(A)=11 «a 1 |[=—a(a+1) sia#0ia=#*-1
4 3a 1
1 0 a-1|0\ rang(4) =3 sia #0ia # —1. compatible i determinat, tres plans que es tallen en un punt.
b) (1 a 1 1) Peraa = 0 rang(MA) = 3. incompatible tres plans que es tallen dos a dos
4 3a 1 13 Peraa = —1 rang(4) = rang(MA) = 2 compatible indeterminat tres plans que es tallen en una recta

2. ¢ (ABC)=(1-1L1) > (x,y,2) = (202) +A(1,-1,1) = (2+ 14, -4,2+2)
2—-0+4+2-1 3
d) d(P,m)= |

—— | T = = \Eunitats.
JE+ (17412

V3

3. wQ=(1-30) v=(2,-1,1) 2x —y + z = D i si ha de passar pel punt P = (6,0,-1)5x2-6 -0+ (=1) =D ipertant D = 11.':)-
B v=(2-11) i Pg=Q—-P=(1-30)-(60-1) = (=5,-3,1) 2 (x,,2) = (6,0,—=1) + A(2, =1,1) + u(=5,—3,1) = (6 + 24 — 54, —A — 3, =1 + A + 1)

R=(-4+24-21-1%) —d(R ) =d(R )
|—4+2i+2(—2)+2(1—A)+1|:|—4+2/‘.—2(—2)+2(1—A)+3| -5 |5

Ziziae Tz 5 -3 R=(—4+21-21-1) |otalarecta r equidista dels dos plans

5. @ R=(123)vector director v, = (1,1L,1). 1 = (LL,1) i PR=R =P = (-1L-1,0).2(x,,2) = (23,3) + A(L,1, 1) + u(=1,-1,0) = (2+ A= ,3 + A=, 3+ 1)

b) pla ha de ser perpendicular amb r, v, = (1,1,1) sera el vector normal del pla, Iquan fem passar el pla pel punt P = (2,3,3) obtenim k+y+z=8§g

6. a) fem el producte escalar de vector dir. de recta y asoc. pla (1,1,-1)(2,-1,1)=0 per tant vectors ortogonals — recta paral-lela al pla.
Com que el punt P no satisfa I'equacio del pla ,la recta queda paral-lela exterior.
meétode 2: Si fem sistema d’equacions lineals format per recta i pla = Sistema Incompatible

) ) AP, ) = [21-1.0+41142] |5 56
b) agafar un P de ry fer distancia de Punt a pla: ’ = et & e
x—8 1 -1 x=1+3t
7. oy [y-8 2 0|=0-6x+22=64—-[3x+2=32 b 3+a=32-[a=29]rectaj y=-5 t€R
z—8 -3 3 z=29+t
e R=(2+30,1-1+4%) e oo RAS 3+31+2a3+2-a3+4A+3ay 333 314 2-13
8_ n),pl.mr%k_cnelals S=(1+2a.3 - a4+ 3a). punts mitjans: M-—2 —( 2 , 2 , 3 )—(2,2,2)+A(2.2.2)+a(2, 2 ,2)
x—o
2 -
3 3 3 3 N 3
b) y-3 1 -1 :o[(}7(.1—5)—1()—5)—5(2—5)=0 [:> Tx-y-=5z=3
3
-3 4 3
9. comprovarem que el vector és perpendicular al plaique el punt mitja del segment pertany al pla.
AB=B—A=(-22-4)~(1,~12)=v, puntmitadel segment ¥ === = (2,0,0)
_ _ A+P 4+ 1,40 A A
y P12 0L =0 21422 y=42 _( . ):(“E'E’O)

10. a) els vectors directors no son proporcionals. b) Igualem les paramétriques y veiem que es tallen en (1,4, -3)
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11. Pera fer el simetric respecte de la recta construirem primer el pla, que talla perpendicularment la recta i que passa pel punt A x-z = -2.
Calculem el punt interseccid, diguem-ne B, del pla amb la recta, el que seria el punt projeccié del punt A sobre la recta (2,1,4),
substituint I'equacio parametrica de la recta en I’'equacié del pla. Y el punt: A’ = A+ 2 AB =(3,0,5)

b) Fem la recta perpendicular al pla amb vector (1,1,1) que pasa per (1,2,3) Interseccié:(0,1,2) = A’ =A+2 AB =(-1,0,1)

333 31 4 2 -1 3 3
12. M:(___) ,1(___) (___) T —y 57—
20202) T M\32z) T e z) YRS

13. a)x=y=z=2 b) V=1/3u3

1 -4
= - _ = = _
[ S 2m-248=2mt6=0Cm=3
s’intersecten en una recta si 1 nomes si m # 3.

m:x—4y+z=2m-1
14, e

My 2x —(2m+2)y+2z=3m+1

b) v=(1,0,-1) ; r paral-lelai continguda en el pla.
15. a) recta que passa pel punt P i té vector director perpendicular al pla 3x + 4z - 15: vr=(4,B,C)=(3,0,4)

c=2+3f
N L [3-2+0-(-3)+4-1+15] 25
paramétrica <y =-3 distancia d (P, 7) = N :?:511
R 3I7+0"+4

—3(2+31)+4(1+41)+15=0>1=—1
Aixi, el punt buscat és (—1,-3,-3).

(x.p.2)=(2+3t.-3.1+4)
b) punt d’interseccid de la recta amb el pla:

7:3x+4z+15=0

16. perimetre ||P—Q)|| + |Iﬁ" + ||ﬁ|| =V17++v20++5=10,83u

i -4 —4
PGxPE=|j 1 0|=(284) s=1|PgxPR| =1V2Z+8%+42= 458’
k 0 2
17. vectordirectorn =(1,0,—-1) B, =(21+24,4), 2-4-3=0 = i=-1
X=2+u
El punt de la recta és ( 2, 0, -1) paramétrica ¥ =0
z=-1-pu
» d(P,m) =V8. > d(P,n):mzx/ﬁ =2|-1-1=4=>1=-504=3

els punts son (2, -4, -5)1(2, 4, 3)

18. Solucié 1 punt R = (=3 42X, 44303 - 1) 4P R) :\/(73+2)\—1)2+(74+3A—0)2+(3—A+1)2: 14X2 — 48X + 48
1402 —48\+48  A=2. R=(1,21). d(Q,R):\/(73+2)\+1)2+(74+3)\72)2+(37)\73)2: 1422 — 44X + 40

Solucié 2 Punt mig: M = P ; Q =(0,1,1) ITQ} =Q - P=(-2,2,4). Equacio del pla: =2(x —0)+2(y — 1) +4(= —1) =0
R=(-3+2\—-4+30,3-1) A=2
i 5 2
19. 4 vectornommal|; -1 3|=(20,-19, 17).c520x — 19y + 172 =D
k =7 1 000)cp—o 0 20x=19y+172=0
b) L'angle [a] W0-s-7 0 =|90° = ~rad
angle = arccos—— = arccos ) = O =—ra
g1l - [l 2
20. a)jlx—4 1 1 ty=3 x =4
y-1 1 0|=0-[x_ytz 5=0] b)[xxizyziz-Six:A: y=3—-2-r:(xy2) =(0,32)+ 1-(1,-1,1)
z—2 0 -1 2=2 41
x=A
C)x —y+z—-5=0.puntdetall jy=3-dix—y+z=5-12-@B-D+R2+D)=5-1=2-|0=(214)
z=2+12

21. a) silarectar estroba contingudaenelpla m:2—2-(-1)+4-3—4=12% 0 noesta
sila recta és paral‘lela al pla. (1,3,1):(1,-2,4)=1—6+4%0 ; llavors no son paral-lels.

(2+4)—2(-1+31)+4(3+A)—4=0 puntde tall és: [(14,35,15)}|

b) El punt P hade satisfer 2+ A =5-(-1+4+31)>2+A1=-5+151-7=141- 1=

- |la recta r és secant al pla ]

[N

Llavors elpuntP és (2+ 1/2,—-1+3/2,3+ 1/2) =(5/2,1/2,7/2) i la recta és: |(x,y,z) = (5/2,1/2,7/2) + #(1.—2.4)|

22. 2 (xy,2) =030 +A(1,-1,00=(A3-A41). B=(2L1) dist(4B)=|2v2ul P x+y+z=4]



Derivades, funcions i problemes de funcions solucions

1. 2015. Extrems: Sigui la funcié f(x) = x> -4x? +4x
a) Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcio f en el punt d’abscissa x= 1.
b) Calculeu les abscisses dels punts de la grafica en qué hi ha un minim relatiu, un maxim relatiu o una inflexié.

2. Juny 2014.- 1b. Considereu la funcié f(x) = i—J_rz
a) Calculeu les asimptotes verticals, horitzontals i obliqies de la funcié f.
b) Trobeu I'equaciod de la recta tangent a la grafica de la funcié f en aquells punts en que la recta tangent sigui paral-lela a la

rectay=—5x+4.
3. 2016. Sigui la funcié f{x) = x-e **1
a) Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcid f en el punt d’abscissa x = 1.
b) Determineu en quins intervals la funcio f és creixent i en quins intervals és decreixent

4, 2016: a) Calculeu els maxims relatius, minims relatius i punts d’inflexié de la funcid: f(x) = 2x> — 9x? +12x -4
b) Expliqueu raonadamentque sif(x) és una funcié amb derivada primera continua en l'interval [a,b] i que satisfa que
f'(a)>0 yf'(b) <0. Aleshores hi ha, com a minim, un punt de I'interval (a,b) en qué la recta tangent a la grafica de f(x) en
aquest punt és horitzontal.

5.2017 J. Sigui la funcié f(x) = et
a) Calculeu el domini i les asimptotes de la funcié. b) Calculeu els punts amb un maxim o un minim relatiu.

en que k és un parametre real diferent de 0. Per als diferents valors del parametre k

6. 2018 J Sigui la funcié f(x) = x3 — x? a) Trobeu I'equacié de la recta tangent a la grafica i que és paral-lela a la recta d’equacio
x + 3y = 0. b) Calculeu, si n’hi ha, els punts de la grafica en que la funcid té un maxim o minim relatiu o un punt d’inflexio

7. 2024 Considereu la funcié f(x) = ZlnTx, definida per a x > 0. a) Estudieu-ne els maxims i els minims, i les zones de

creixement i de decreixement. b) Aquesta funcioté asimptotes? Feu un esbds de la seva grafica. c) Calculeu I'equacio de la
recta tangent a la grafica de y = f(x) en el punt d’abscissa x = 1.

8. 2006 J: Considereu la funcié f(x) = x*+ax® + bx? +cx + 7.
a) Calculeu c sabent que la seva recta tangent en el punt d’abscissa x=0 és horitzontal.
b) Per al valor de c trobat a I'apartat anterior, calculeu a i b sabent que aquesta funcid té un extrem relatlu en el punt
d’abscissa x=-2 i que talla a I'eix OX quan x=1. |
c) Per als valors obtinguts als altres apartats, calculeu els intervals on la funcio creix i decreix, els seus "‘.“ SN
extrems relatius i feu una representacio grafica aproximada AN

9. 2023 J. Calculeu els coeficients a, b, c i d de la funcid f(x) =ax® + bx? + cx + d si sabem que I'equacié de la
recta tangent a la grafica de la funcié f en el punt d’inflexié (1, 0) és y=—3x + 3 i que la funcid té un extrem relatiu en el
punt de la grafica d’abscissa x=0

10. 2023. Calculeu els coeficients a, b, c i d de la funcid f(x) =ax® + bx? + cx + d si sabem que I'equacié de la recta tangent a la
grafica de la funcié f en el punt d’inflexio (1, 0) és y=—3x + 3 i que la funcio té un extrem relatiu en el punt de la grafica
d’abscissa x = 0.

11. 2019 Sept. Considereu la funcid f(x) = 1+x2

a) Calculeu I'equacid de la recta tangent a la grafica en aquells punts en qué la recta tangent és horitzontal.
b) Calculeu les coordenades del punt de la grafica de la funcio f(x) en qué el pendent de la recta tangent és maxim

12. 2013 Jun. La funcio f(x) és derivable i passa per I'origen de coor-denades. La grafica de la funcio §
derivada és la que veieu aqui dibuixada, essent f'(x) creixent als intervals (—o0, =3] i [2, + o). /\%\F.H/)
a) Trobeu l'equacid de la recta tangent a la grafica de la funcid f(x) en el punt d’abscissa x=0 _ 2
b) Indiqueu les abscisses dels extrems relatius de la funcié f(x) i classifiqueu aquests extrems /

ax
13. 2014 Sep.- 1 Siguin les funcions donades f(x) = # iglx)=4+V3x+4

a) Domini i recorregut de g(x).
b) Calculeu per a quins valors de a i de b les grafiques de les dues funcions son tangents (és a dir, tenen la mateixa recta
tangent) en el punt d’abscissa x = 0

2
14. Jun 2020 Considereu la funcid f(x) = ax'+b
que la funcid f(x) tingui una asimptota obliqua de pendent 1 i un minim en el punt de la grafica amb abscissa x=2.

en queé aib sén dos parametres reals. Calculeu els valors de ai b de manera

15. 2022 S. Considereu la funcié f(x) = ﬁ.

intervals de creixement i decreixement de la funcid.
b) Calculeu I'equacid general de la recta tangent a la funcid f(x) en el punt d’abscissa x =4. Representeu en un mateix
grafic la funcio f(x) i la recta tangent.

16. 2018 Sigui la funcié f(x) = a - e™*+bX amba # 0ib # 0.
a) Calculeu els valors de a i de b que fan que la funcid tingui un extrem relatiu en el punt (1, e).

b) Peralcasa=3ib =5, calculeu I'asimptota horitzontal de la funcidé f quan x tendeix a +°°.

x%+5x . . . . .
Y a) Determineu-ne els intervals de creixement i decreixement.

a) Determineu el domini, les possibles asimptotes, els extrems relatius i els

17. 2008. Considereu la funcid real de variable real f(x) =
b) Trobeu-ne els extrems relatius.
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18. 2021 J. Considereu la parabola y = 4-x? i un valor a>0 a) Comproveu que l'equacié de la recta tangent a la grafica de
la parabola en el punt d’abscissa x =a ésy =—2ax + a’+ 4 icalculeu els punts de tall d’aquesta recta tangent amb els
eixos de coordenades. b) Calculeu el valor de a>0 perqué |'area del triangle determinat per aquesta recta tangent i els
eixos de coordenades sigui minima.

19. 2022 S. Considereu la funcié f(x), on a i b sén nombres reals. = Jln(x)‘ six€ (0, e)
. Sl , S ) x)=
a)Trobeu el valor de aideb per '.cal\que la funuf)xs;gfu continua i derivable a l'interval (0, 4) f(x) [ax+b, sixe[e 4)
b) Calculeu la funcié g(x) que satisfa g'(x) = Soap; | que passa pel punt (0, -1)
3_
20. 2019. Bolzano: Considereu la funcié f(x) = % a) Calculeu-ne el domini i estudieu-ne la continuitat. Té cap

asimptota vertical? b) Observeu que f(-2) =-2/3, f(0) = 4 i f(2) = —10. Raoneu si, a partir d’aquesta informacid, podem
deduir que l'interval (-2, 0) conté un zero de la funcié. Podem deduir-ho per a l'interval (0, 2)? Trobeu un interval
determinat per dos enters consecutius que contingui, com a minim, un zero d’aquesta funcié.

22. 2015. Bolzano: Siguila funcié f(x) = e*- x - 2
a) Demostreu que la funcid f té una arrel (un zero) en l'interval [0, 2].
b) Comproveu que la funcié és monotona en l'interval [0, 2] i calculeu les coordenades dels punts minim absolut i maxim
absolut de la funcié en aquest interval.

. . 1

23.2019 S Considereu la funcié f(x) = %
a) Calculeu el domini de la funcid f, els punts de tall de la grafica de famb els eixos de coordenades, i els intervals de

creixement i decreixement de f. b) Calculeu 'area de la regid del pla determinada per la grafica de la funcié f, les rectes

x=1lix=e,il'eix de les abscisses.

24. 2020. J. Siguila funcié f(x) = —m,(cx)'

a) Calculeu el domini (2019) i les coordenades del punt de la corba y=f(x) en qué la recta tangent a la corba en aquest
punt és horitzontal. Estudieu si aquest punt és un extrem relatiu i classifiqueu-lo.
b) Calculeu I'area del recinte delimitat per la corba y=f(x), les rectes verticals x =1ix = e i I'eix de les abscisses

en que In indica el logaritme neperia, definida per a x > 0.

25. 2018.Jun - Sigui la funcié f(x) = Vx +x — 2
a) Comproveu que la funcié compleix I'enunciat del teorema de Bolzano a linterval [0, 2] i que, per tant, I'equacio f(x)=0
té alguna solucié a I'interval (0, 2). Comproveu que x=1 és una solucié de lequacié f(x) = 0i raoneu, tenint en compte el
signe de f(x), que la soluci6 és Unica.
b) A partir del resultat final de I'apartat anterior, trobeu I’area limitada per la grafica de la funcié f, I'eix de les abscisses i les
rectesx=0ix=1.

26.J 2020.- Tracem la recta tangent a la funcid f(x)=1/x2+1 per un punt P=(a,f(a)) del primer quadrant. EN
Aquesta recta juntamentamb els eixos de coordenades formen un triangle. . k
a) Comproveu que /’area d’aquest triangle, en funcié d’a,ve donada perla funcié g(a)=(a?+3)?/4a '
b) En quin punt P I'area del triangle és minima? Calculeu aquest valor minim. oo = 22

27.2008. Trossos: Trobeu els valors dels parametres a i b per tal que la funcid seglient sigui continua i derivable
. _(ax?+2x+3 si x<?2
enx=2: f(x) _{x3+bx+5 si x=2
x2+x+b si x<0
aeb* si x>0
a) Quina condicié han de complir a i b per tal que f sigui continua a tot R?
b) Trobeu els valors de a i b per als quals f sigui continua pero no derivable a tot R.

c)Peraa=1ib=1,calculeu f_llf(x)dx

28. 2005 S. Trossos: Considereu la funcié f(x) = { on aib sén nombres reals.

e* six <0
29. 2019. Trossos: Considereu la funcio f(x), que depén dels parametres realsnim: — x_2+n si0<x<2
a) Calculeu els valors de n i m perque la funcid sigui continua a tot el conjunt dels nombres Feo) = 3‘;
reals —+m x>2

b) Peralcas n=-4 i m=-6, calculeu I'area de la regié limitada per la grafica de f(x),
I'eix de les abscisses i les rectes x=0i x=4

In(x), si x € (0,e)

ax+b, si x €le,4)

a) Trobeu el valor de a i de b per tal que la funcio sigui continua i derivable a I'interval (0, 4)

30. 2022 S. Trossos: Considereu la funcid f(x) = { on a i b sén nombres reals.

b) Calculeu la funcié g(x) que satisfa g'(x) = i que passa pel punt (0, —1).

X
9x2+1
31. 2024 S: Considereu la funcié polindmica f(x) = 3x3 + 5x3 + 2. a) Justifiqueu que la seva grafica talla I'eix de les abscisses

en un punt de linterval [-2, 0]. Doneu un interval de longitud 0,5 on es trobi aquest punt de tall. b) Estudieu les
zones de creixement i de decreixement, i els maxims i els minims de y =f{(x). Quants punts de tall té exactament
la grafica d’aquesta funcié amb I'eix de les abscisses? Justifiqueu la resposta.
32.2018. 4. Sabem que una funcid f(x) esta definida per a tots els nombres reals i que és derivable dues vegades. Sabem
també que té un punt d’inflexié en el punt d’abscissa x=2, que I'’equacid de la recta tangent a la grafica de la funcid f(x)

en aquest punt és y=-124x + 249y que f(-3) =- 4. a) Calculeu f’(2), f(2) i f(2) b) Calculeu f_23 f'(x)dx.



Solucions Derivades, funcions i problemes de funcions ----

1) F0 =32 =8 440 f)=1if'(D)=-1Dy=f@E-)+f@)=(-DEx-D+1=-x+2
) f) =23 —4x® +4x f'(x) =3x2-8x+4 f'(x)=6x—-8 f""(x)=6
8+VEITHE _ 94VT6 _ 824 _ {% f'(2)=6-2-8=4> 0i_pcrtant|er1x = 22la ﬁmcifﬁ’té’unmi‘nir_n rc]atiq.
& 3 f [—) =6-2—8=—4 <01 pertant |er1 x=z la funci6 té un maxim relatlul_
f(x) =0 obtenim x === f’”( ) =6 # 01 per tant en | X = la funcid té un punt d’inﬂcxi6|_

' — " -—
f'(x) = 0 obtenim x = - p

2. R: AV:x=2 AH:y=1 ; x=1: y=-5x+1 x=3: y=-5x+21
3. flx)=1-e*1+x-et=(L+x)e*?
y=f@x-a+f(@ > fl@)=f) =1’ =Lif'(@=f1)=2e’=2>]=2-x—D+1[=2x—1]
b) Creixent {—o0, —1) Decreixent:{—1, )

4.2) ~ flx)=6x2—18x+12 =0 & x=1x=2> f"(x)=12x—18 & M=(17(1)=(11)

m=(2,f(2)) = (2,0)
3 Six <Z concava.

fr@=0 o x=3

unt d’inflexié en el punt G f (z)) = G %)|

. Six >2 convexa.
b) Aplicant Bolzano 2
5. a)Sik<0, x>-k >0 = Dom(f) =R ; 1 asimptota horitz. en y=0
Sik > Os anula per a +Vk = Dom (f) =R — {+Vk}; 2 A.Vert. en +V/k i una A.Horitz. en y=0
b) f'(x) = = k)l =0 - x=0; f’(x)=<0 = maxim en (0,-1/k)
6. a) Pendent =-1/3 —y’=3x2-2x =-1/3 —x=1/3; punt(1/3,2/27) —y +2/27 =-1/3 (x-1/3) 6 y=-x/3 — 1/27 6 9x+27y =1
b) f(0) =-2<0 — maxim en (0,0) ; f’(2/3) =2 >0 — minimen (2/3,-4/27) ; P. inflexio: f”(x)=0 —x=1/3 —Inf=(1/3.-2/27)

1
—Inx 1—Inx e B
7. a) f'(x) = 2% — =2 pe =0—lnx=1 x=e f”(e)=29—4=—293<0.
. In(x) _ - _ ) . 2lnx %2 111
b) vertical, lim 2=~ =77 =—o. horitzontal, lim ——= lim &= lim —=0" €) f(1)=27-=2 — y=2x-2

8. Sol: a) a=0 b=-8 c) Max (0,7) min (-2,-9), (2, -9) c) creix: (2,0) (2,2) Decr:( 2,2)(0,2)
9. f'(x) = 3ax*+ 2bx + ¢; f"(x) = 6ax + 2b

* fpassaper(1,0) - f(1) =0 — a+b+c+d=0 (equacio 1)
*(1,0) és un punt d’inflexio - f”(1) = 0 — 6a + 2b = 0 (equacio 2)
*Elpendentenx=1 - f' (1) = =3 - 3a + 2b + ¢ = —3 (equaciod 3)
*ftéunextremenx =0 - f/(0) =0 — ¢=0 (equacio 4)
Resolent el sistema |a =1b=-3c=0d-= 2|-
10.

11. a) f(x)=- 2x/(1+x2)=0 = x=0 — y(0)=1 — y=1 ; ”(x)=6x2-2 / (1+x2)3 =0 —x="° CB /3
Fem f(° CB /3) per veure que puja més a x=-CB /3
12

a) La recta buscada és y= 0 + 1(x-0); és a dir, y=x

b) derivada igual a zero. Segons el grafic: x;=—-3(minim), x, = 1 (mdxim) i x3= 2 minim
13. a) Dom g(x) = [-4/3, +2) Rec:[0,+2) b) a=3,b=7

. ) ax®+b b >
14 llmf—=hm—2=ll_1;2(a+;)= f(x)=xx—+Eﬁ

x=m X x—=00 X

frlay =2 P ey g,

x2

<0 si—2<x<2- fdecreixent
>0 six>2- fcreixent

2 — >0 six<-2 - fcreixent
confirmem que es tracta d’un minimenx =2 f'(x) =

15. a) x2+x-2=0 = x=-2 i x=1 Dom(f)=(-°,-2) U (-2,1) U (1,+°°) asimptotaverticala x =-2 i x=1 asimptotahoritzontal
a x=0 notéasimptotesobligles. f’(x)=0 = x=- 1/2 maxim.

Creixent a (-©0,-2) U (-2,-12) decreixent a (-12,1) U (1,+°).
b) recta tangety=-1/4x +3/2

16. fy=a(-24b)e P =0 () =ae = [a=1] p) lim f(x)= lim 3-e7*+* =3.¢7" =0. asimptotahiy=0
17- 5 ~ =+ — Du_
domini reals excepte el 4. f'(x):w x<=2 | x==-2| 2<x<10; x#4 | x=10] x>10
— (x=4) S1>0] /=0 /<0 =0 7>0
(=2.1) que és un maxim i (10,25) que és un minim J; orelx m1ax decreix 2'; creix
2442 , + (a?+4)-(3a%—4 3
18. a) y-f(a)=f'(a)-(x-a) ; f(x)=—2x—f(a)=—2a. b)Ptallx: (;,0) (0, +4)0S = 2;52 ) q=2P
19. lim In(x) =In(e) = 1 1.1
Tim (@x+b) = ae+ b= P =1 @ =limf()= T esla=1 = p=0]
voet lima=a

xsd_l 36xd—1l941k - "
f—gxel_l_l x—gf—gxa,ﬂ x = gehnOxt + D+ ke g(0) = -1, |g() = Sin(ox* + 1) - 1
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20. 1-x=0—x=1. Domf =R—{1} = (=0, 1) (1, +). b) [-2, 0], jaque f(—2) - f(0) <0 no ho podem afirmar en I'interval (0,2) discontinuitatx =1

2 —5x+4 pera x=-1 f(—2)=—§<0

lim 1- el I L — Bolzano — conté un zero
= x asimptota vertical és en x=1

20 -Sx+d f(=1)=5>0

lim ————=—x

x=l’ 1-x

21. Sol:a) Dom: R—{1} asimptota vertical és en 1 b) (-2,0) Si (0,2) No . L’interval (-2,-1 ) conté un zero de la funcié
22,
23.

24. o :%X_ETL’C _ 1-lnx 1-Inx 0 1 -Inx=0 1 -1 o ( 1)
(%) = - =2 = = nx = nx = x=e

12
T x —2x 171 g —X— C! . 3 - r -1 B - -
00 = 7* —2x(1-Inx) _ X 2x(1-Inx) _ 3+2Inx F'(e) = = <0 -

x* x* x3

fInx ‘1 In x)?
by 4= f —dx = I —Inx dx = (nx) —u
1 X 1 X 2 ) 2 2 2
25, Els valors en els extrems f(0) = —2<01i f(2) = V2 > 0 tenen signe diferent,si que es compleixen
f(1) =1+1-—2 =01, per tant, efectivament x = 1 és solucio de I’equacié f(x) = 0.

’ 1 4 . . .
fi(x) = e + 1 > 0 és positiva creixent i, per tant, no Tot tornar-lo a tallar.
1

2 x? -5 |5
b)A:f(\/E+x—2) dx | = ?4‘7—2)( ?|=gu2

r -2 1 -2 243
I'equacié de la recta tangent y = F(x —a)+ Stl-oy=—x+ a+

_(In e)? B (In1)2 |,

2+1 2|_
32 -

26.

az ’

2 2
Tallambx =0 —>y=“ SN (O,ﬁ)

oz pr 1a%+3 a(a+3) _|(a?+3)°

I’area del triangle =

_ _ =2 a?+3 _ a(a?+3) a(a?+3) 2 a? 2 4a
Tal]amby—O—)O—;-s—x+—-a—z-—>x—-———-—————2 —>(———-—-——-—,0)
b) 3'(Q)=i('ﬁ,%cﬁ—_ﬂ=0 a?=1-a=+1 nomésa=1 (1,f(1))=.
27. Sol: a=7/2 b=4
28. Sol: a)a=b b)a,b, °1c)e-1/6
e, o [x?
29 lim ¢* =1 = £(0) Xliryf(r+n>=1+n=f(2) pet | _ net
1+n:3+mJ m=-1

limf(x)={  [x2 lim £ (x) = 3
= Jm{Ftn)=n ) lim (§x+m)=3+m

x-2%

2( x2 403 x° INEY: ‘2 31,
A= -0[[7_4}(1)( + ![EX_GJdX = {E—4XL + (T—GXL :’5—8‘+\—3|:?u
30 ) lim In(x) =In(e) =1
. g continua, f(e):ae+b=}lr|rgf(x] = Iim+(ax+b]:ae+b=’ae+b=1'
1 ¢ 11

derivable f'(x) = [E OO e ctimpo =P E T e s o=l

asix € (e 4) X=e lim+a=a e

Kre h=0

3 3
x 1 36x 1 1

— — 4 — 4 —
j9x‘+1dx_36 15|X4+1dfx—3ﬁ1n(‘3‘x +1) + k= gx) =In(9x* +1) -1

31. (@)Bolzano f(~1)<0, f(~0.5) >0, [-1,—0.5]. (b)f'(x) =39x'?+15x? maidecreix. no té cap maxim ni minim. un Gnic punt de tall [-1,~0.5]
32. Sol: 7(2)=0; f(2)=-124; f(2)=1; [°,f'(x)dx = f(2) — f(-3)1—(-4) =5



Optimitzacio solucions

1. 2017.- 6. El croquis de sota representa la paret d’unes golfes amb el sostre inclinat, en la T
qual es vol construir un armari rectangular com el de la zona ombrejada. _/’/
a) Expresseu I'area del rectangle en funcié de la longitud x del segment AB . — 3m
b) Determineu les dimensions del rectangle si volem que tingui una superficie maxima 1m|
i calculeu aquesta superficie maxima. A B [o;
< 6m >
2. 2013.- Es vol construir un canal que tingui com a seccié un trapezi isosceles de manera que L

I'amplada superior del canal sigui el doble de I'amplada inferior i que els costats no paral-lels siguin de

8 metres. Sota hi teniu un esquema de la seccié del canal. =

a) Trobeu el valor del segment assenyalat com a L en el dibuix, en funcié de la variable x (amplada inferior 8
del canal). b) Sabem que I'area d’un trapezi és igual a la seva altura multiplicada per la semisuma de les

N .. 256—x2
seves bases. Comproveu que, en aquest cas, I'area de la seccid ve donada per A(x) = 3x ’T

¢) Calculeu el valor de x perqueé 'area de la seccié del canal sigui maxima (no cal quecomproveu que és realment un maxim)

3. 2015 La portalada d’una catedral esta formada, en la part superior, per un arc de mitja circumferéncia que
recolza sobre dues columnes, com il-lustra la figura adjunta, en que x és el diametre de la circumferéencia,
és a dir, la distancia entre columnes, i y és I'alcaria de cada columna.

2
.z X . . N
a) Comproveu que la funcié f(x) = e + xy idetermina I'area d’aquesta portalada.
b) Si el perimetre de la portalada fa 20m, determineu les mides x i y de la portalada que en maximitzen I’area.

4. 2022 La imatge seglient mostra dues parets perpendiculars d’una sala representades en uns eixos de coordenades, de
manera que una paret és al pla y=0i I'altra és al pla x=0.En el punt A=(2, 0, 2) hi volem penjar un altaveu que ha d’estar
connectat a un equip de so, el qual esta situat a I’altra paret, en el punt B=(0, 2, 1). La connexié entre A i B la farem
mitjangcant un cable que passi pel punt C=(0, 0, h), situat a la recta vertical d’interseccid de les dues
parets. Com que la qualitat del so depen, entre altres factors, de la longitud del cable que uneix els dos
aparells, volem fer una instal-lacié amb el minim de cable possible. a) Comproveu que la longitud total
del cable necessari, en funcié de I’altura h per on ha de passar el cable a I'eix vertical OZ, ve donada
per I'expressio: L(h) = Vh? — 4h + 8 + Vh2 — 2h + 5 b) Calculeu les coordenades del punt C per on
ha de passar el cable per tal que la longitud del cable sigui minima. Calculeu aquesta longitud minima
del cable.

5. 2014 Juny.- 3. Un nedador és al mar en un punt N, situat a 3km d’una platja recta, i just al davant d’un punt S, situat a la
platja arran de I'aigua; i vol anar a un punt A, situat també arran de I'aigua i a 6km del punt S, de manera que el triangle NSA
és rectangle en el vértex S. El nedador neda a una velocitat constant de 3km/h i camina a una velocitat constant de Skm/h.
a) Si P és un punt entre el punt Si el punt A que esta a una distancia x de S, demostreu que el temps, en hores, que necessita el

\/m 6—x

S T

b) Calculeu el valor de x que determina el temps minim que cal per a anar del punt N al punt A, passant per P. Quin és el valor

d’aquest temps minim.

nedador per a nedar del punt N al punt P i caminar des del punt P fins al punt A és determinat per I'expressié: t(x) =

6. 2019 Jun: Les pagines d’un llibre han de tenir cada una 600 cm? de superficie, amb uns marges al voltant del text de2cma la
part inferior, 3 cm a la part superior i 2 cm a cada costat. Calculeu les dimensions de la pagina que permeten la superficie
impresa més gran possible.

7. 2020 S: Una empresa esta treballant en el disseny d’unes capsules de cafe. L'empresa ha construit la
seccié transversal de les capsules inscrivint-la en una semicircumferéncia de radi 1, tragant a
continuacio una corda CD paral-lela al diametre AB i incorporant el punt E en el punt mitja de 'arc
CD. D’aquesta manera queda tracgat el pentagon ACEDB, de la figura. b) Expresseu en funcié de x i h
I'area del pentagon ACEDB b) Quina ha de ser la distancia (h) a que s’ha de situar la corda CD de AB
per tal que I'area del pentagon ACEDB sigui maxima?

8. 2019 Jun Volem construir un marc rectangular de fusta que delimiti una area de 2m2. Sabem que el preu de la fusta és de
7,5 €/m per als costats horitzontals i de 12,5 €/m per als costats verticals. Determineu les dimensions que ha de tenir el
rectangle perqueé el cost total del marc sigui el minim possible. Quin és aquest cost minim?

9. 2013 Jun En una semiesfera de radi R inscrivim un con situant el vértex al centre de la
semiesfera, tal com es veu en el dibuix.
a) Sabent que el volum d’un con és igual a I'area de la base multiplicada per I'altura i
dividida per 3, compro-veu que, en aquest cas, podem expressar el volum com -
b) Trobeu les dimensions d’aquest con (el radi de la base i I'altura) perqueé el seu volum
sigui maxim i comproveu que es tracta realment d’'un maxim.

10. 2016 Sept. Voleu fer un envas de gelat amb forma de prisma regular de base quadrada i capacitat de 80 cm3. Per a la tapai
la superficie lateral feu servir un determinat material que costa 1 €/cm2, pero per a la base heu d’utilitzar un material un 50
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% més car. a) Si denoteu per x la mesura en cm del costat de la base, comproveu que la funcid preu de I'envas és P(x) =
320 . . N \ . . .
2,5x%+ ~ b) Calculeu les dimensions d’aquest envas perque el preu sigui el menor possible.

11. 2015 Siguin x i y les mesures dels costats d’un rectangle inscrit en una circumferéncia de diametre 2. a) Comproveu que la

superficie del rectangle, en funcié de x, és donada per I'expressiéS(x) = V4x2 — x* b) Calculeu els valors de les mesures x
i y per als quals la superficie del rectangle és maxima i calculeu el valor d’aquesta superficie maxima

12. 2020. J. S’han trobat unes pintures rupestres en una cova situada en una zona molt pedregosa.
Hi ha un cami que voreja parcialment la cova format per I'arc de corba ¥ = 4-12 d’extrems (0, 4) i (2, 0).
La cova esta situada en el punt de coordenades (0, 2), tal com es mostra en la figura, i es vol habilitar un
accés rectilini des del cami a la cova que sigui el més curt possible.
a) Identifiqueua la grafica de la figura les coordenades de la cova i del punt del cami des d’on es vol
habilitar I'accés. Comproveu que la funcié f(x)=vx4 — 3x2 + 4 calcula la distancia des de cada punt del
cami a la cova. b) Calculeu les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova i digueu quina sera la
longitud de I'accés.

13. 2021. Considereu la parabola y =4 —x? i un valor a>0. a) Comproveu que I'equacié de la recta tangent a la grafica de la
parabola en el punt d’abscissa x=a és y=—2ax+a?+4 i calculeu els punts de tall d’aquesta recta tangent amb els eixos de
coordenades. b) Calculeu el valor de a>0 perque I'area del triangle determinat per aquesta recta tangent i els eixos de
coordenades sigui minima.

14. 2022 Al pati d’'una escola es vol crear una area de joc de 30 m? per als més petits en forma
de trapezi rectangular, de manera que la base més gran mesuri el doble que la base més
petita, tal com mostra la figura, i que el costat oblic respecte a les bases (D) sigui tan curt

L . iy . . 1=22 i D(x)= fm Vg
com sigui possible. a) Justifiqueu que se satisfan les relacions segtients: *
b) Trobeu les dimensions del trapezi per a les quals la longitud del costat D és minima. -
Solucions Optimitzacio:
2 2 3
1. A(I):(ﬁ—x)'(éx‘*‘l):EDA’(x)=f§x+l=0=:§x=l=»x=§ A’(x)< 0 maxim
_ . 3 . s 43y _9 3_[27
Ide base IW+ 1= Ida|§:ada‘ = L'area maxima sera A (5) == u?|
GER 2 3
2. @ Lab+L=byo> Loz () A)= b1+b2h_3?x_\/2562 2 :3mx/2i6 &
3 . = 3(256 — 2z?)
A’~:—[ 2f6~~2+——~2~}:_—= , — 138
(C) ('L) 4 i x Qm( ‘L) 4m 0> 128
3. X/ z
2
b)ﬁ§+2)’+;+:420-$%2x+2y:20 oy= lﬂfﬂTﬂx E}A(x)=%+x(10—n:2x)=%x2+10x—n:2x2= n;4x +10x
Ax)= - 3 x+102 A4 (x)=0, x:%metres A" (x) = _”T*"‘<[)|:;>x=%tmdrem un maxim.
4. a) d40)+ dB.C)= [+ @—hP+ [22+(1—h7 b)L(R)= 2hot _2ho2 o p=22 (- (3= i
) d(4.C) + d(B.C) @-h7+ 22+ (1-h)? D) LM =t e s =3 (2) v
X 1 81
()= ———= =0 == 5x=3Vx2 + 9 =>25x2 =92 + 8l > x =+ |— = +2,25 =
5 t'(x) a5 5 16 — t =2 hores
6. Sol: xy=600; S(x,y)=(x-4)(y-5);S(x) = 620 - 5x — 2400/x ; §’(x) = -5 + 2400/x? =0; x =4y 30;y=5 30
, h 2
7. Ash+x;x+h’=1 A = h4 VI—RZ; A =1-—L—=0-h="2
\/1—h? 2
8 . , 50 10 /30
© Cxy)=75-2x+125-2y = 15x + 25y < C(x) =15 +50/x  C'(x) =15-50/x* =0 < 15-5=0 = x= =7
- Y
9. @M+ =R =r=R_KW = V()= i'JT(RQ - h2)h
() v'(h) = 1 (1?2 - 3h2) =0 h= i% = i— =VR H?‘)/g
comprovar que és realment un maxim, derivada segona
10. P T s g Loy 80 5 80 2 _ 552,320
x,y)=lx +4xv |+15x" VY=—73 v) =X v = L0
(x.0) =1 y]+L = -
. 320 " 80 ..
b) P(x)=5x——=0=x=4 P"4>0. y=—=5 4cmdebasei’ cm d altura.
11. @s@)=x-Ja-x2=axz—x*
b)rix)=4x?—x* r(xX)=8x—4x*=0 x=0+2 V2. v= 4—\52 =Vi—2=42 S(@:\@-\@:Z
12 t = d(AP) =+ (4 -x*-2) =[x+ —3x2 + 4
! P=(r4-1) -
I g AC X x(2-3) . 5 g"(0) = =6 = Enx=0 mixim
f(X)-2Jx‘-3x2+4-\/‘X“-3xz+4:0_)x:0'x:t‘!; !]"(\E)ﬂz Enx=‘Eminjm
13. Y ) =4=x2= f'(x) = =2x = f'(a) = =2a. recta tangent ¥y — (4 —a®) = =2a-(x—a) = y = =2ax+2a° +4—a® =y = =2ax +a* + 4
T\ (%0) (0a*+4) ) g = (@® +4)° §'(a) = (@ +4) (,3(12 Y _0-a= 223
4a 4q? 3

e

—800
+2
14, D=2 D= [P4x? ) py o 2 T s, 550 x=hey30=2VEm iD= VA6 = 2Ji0 n]



Integrals. Solucions integrals

1. 2014 ) 2015 Calculeu I'area de la regid limitada en el primer quadrant per les grafiques de les funcions: y=x2, y=4x? i y=9

2. 2018 S. Siguin les funcions f(x) = x2-1 i g(x) = 3-x2, a) Feu un esbds de les grafiquesde les paraboles en un mateix sistema
d’eixos cartesians i trobeu els punts de tall amb I'eix de les abscisses, els vertexs i els punts de tall entre les dues grafiques.
b) Calculeu |’area de la regid del semipla y=0 compresa entre les grafiques de f(x) i g(x).

3. 2015 J Responeu a les gliestions segiients: a)Determineu I'equacié de la recta tangent a la corba y=x?en el punt d’abscissa
x=2 b) Calculeu I'area de la regié plana finita limitada per la corba y=x’i la recta y=3x-2.

4. 2015. Sigui la funcié f(x) = x-sin(x). Calculeu la primitiva de la funcio f(x) que passa pel punt (p/2,0) (unitats en radians).
5.2016. Siguin les paraboles: f(x) = x? + k> y g(x)=-x* + 9k?

a) Calculeu les abscisses, en funcio de k, dels punts d’interseccid entre les dues paraboles

b) Calculeu el valor del parametre k perqué I'area compresa entre les paraboles sigui de 576 unitats quadrades.

6. 2017 Responeu a les qliestions seglients:
a ) Comproveu que la recta tangent a la corba y = x2 en el punt d’abscissa x=2 és la recta y=4x—4 i calculeu els punts
d’interseccid d’aquesta recta amb els eixos de coordenades.
b) Calculeu |’area limitada per la corba de I'apartat anterior, la recta tangent enx=2 i I'eix de les abscisses.

7. 2013 La corba y=x?i la recta y=k, amb k >0, determinen una regié plana.

(a) Calculeu I'area d’aquesta regié en funcié del parametre k. (b)Trobeu el valor de k perqué I'area limitada sigui v 6u?.

8. 2024 ) En Joan troba entre els papers del seu avi un esbds com el de la figura adjunta, on
5

es des-criu un terreny de regadiu que ha deixat en heréencia al seu pare.La corba de la
grafica ésy = f(x), amb f(x) = —x3+ 7x? — 6x + 5. a) A partir de I’expressié de f(x), calculeu
les coordenades dels punts P, Qi R indicats a la figura. Calculeu també I'equacié de la i

recta PR. b) Calculeu la superficie del terreny \

9.2021i 2019 S. Sigui la funcié f(x) = MTx definida en el domini x>0, en qué In és el logaritme neperia. a)Trobeu les

coordenades d’un punt de la corba y=f(x) en el qual la recta tangent a la corba sigui horitzontal i analitzeu si la funcié té un
extrem relatiu en aquest punt b) Determineus si la funcio f(x) té alguna asimptota horitzontal c) Calculeu I'area de la regié
delimitada per la corba y=f(x) i les rectes x=1 i x=e. Feu un dibuix aproximat de la grafica de la funcié en el domini 0<x<5,
en que quedi representada I'area que heu calculat.

10. 2019 J Considereules funcions f{x) = x?i g(x) = 1/x i la recta x=e
a) Feu un esbds de la regid delimitada per les seves grafiques i I'eix de les abscisses. Calculeu les coordenades del punt de
tall de y = f(x) amb y = g(x) b) Calculeu I'area de la regié descrita enl’apartat anterior

11. 2019 S.- Considereu les rectes y =x i y =2x, i la parabola y=x2.
a) Calculeu els punts d’interseccio entre les grafiques de les diferents funcions i feu un esbés de la regié delimitada per les
grafiques. b) Calculeu I'area de la regid de I'apartat anterior

12. 2013 J. Donada la funciéf(x) =y x-11i la recta horitzontal y=k , amb k >0,
(a) Feu un esbods del recinte limitat per les grafiques de la funcid i la recta, i els eixos decoordenades.
(b) Trobeu el valor de k sabent que I'area d’aquest recinte és igual a 14/3.

13. 2022 J. Sigui f(x)=3x?>-12x la derivada d’una funcid f(x). a)Si sabem que f{x) talla I'eix de les abscisses en x=1, calculeu
I’expressio de la funcio f(x). b) Calculeu I'abscissa del punt d’inflexid de f(x) i estudieu la concavitat de la funcié c)Sabem
que l'area del recinte limitat per la corba y=f"(x), I'eix de les abscisses i les rectesx=0 ix=a, amba>2, és 15u°

Calculeu el valor de a.

14. 2020 Siguin les funcions f(x) =x3i g(x) =a - x 2, en qué a és un nombre real positiu. a) Trobeu, en funci6 del parametre a,
els punts de tall entre les dues corbes y = f(x) i y = g(x) i feu un esbds de la regid limitada per les dues grafiques.
b) Calculeu el valor d’a perqué I'area compresa entre y = f(x) i y = g(x) sigui 27/4 u?

-1
15. 2006. Calculese el area de la region limitada por f(x) = % ylasrectasx=0,x=20,y=0

16. 2023 J. Considereu les funcions f(x) = —x?> +x+ 6 i g(x) =—9x + 3x%. a) Calculeu I'drea de la regié delimitada per les dues
funcions. b) Trobeu I'equacié de la recta tangent a la funcio f(x) en el punt (-2, 0). Representeu aquesta recta tangent i les
funcions f(x) i g(x) en uns mateixos eixos de coordenades.

17. 2018 Sabem que una funcio f(x) esta definida per a tots els nombres reals i que és derivable dues vegades. Sabem
també que té un punt d’inflexid en el punt d’abscissa x=2, que 'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcid f(x)

en aquest punt és y=-124x + 249y que f(-3) =- 4. a) Calculeu f’(2), f(2) i f(2) b) Calculeu f_23 f'(x)dx.

18. 2022. a) Trobeu una funcié polinomica y=g(x) de grau 3 tal que talli I'eix de les ordenades en el punt (0, 5), que la recta
tangent a y=g(x) en el punt d’abscissa x= 1 sigui horitzontal i que g”(x) = 2x + 1 b) Comproveu que la funcié f(x) = —x* + 6x* —
16 té una arrel ax= 2 i que és estrictament creixent a l'interval (0, 4). Utilitzeu aquesta informacio per a calcular I'area
determi-nada per la funcid f(x), I'eix de les abscisses i les rectes x=0 ix=4
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19. 2024 S La classe de IElia ha dissenyat el logotip segiient per a pintar-lo a la paret de I'institut: =
La corba que passa pel punt A és y =f(x), amb f(x) = x> —4x? + 4x, ila que passa pels punts B, C =

x—1

2
(3, 3) iDésy=g(x), amb. g(x) = — (T) + 4. a) Calculeu les coordenades dels punts A, Bi D.

b) Calculeu I'area de la zona puntejada. c)Els alumnes volen pintar la part puntejada de color blau i
la part ratllada de color ver-mell. Sabent que I'area total del logotip és 175/12 m?, de quin color
necessitaran més pintura?

X

;six <0

e

xz .
20. 2019 J Considereu la funcid f(x), que depén dels parametres reals n i m i és definida per f(x) ={ 5 T 1 Sl O0=x=<2
37x +m ;Six =2
a) Calculeu els valors de n i m perqué la funcié sigui continua a tot el conjunt dels nombres reals.

b) Peral cas n=—4 i m=—6, calculeu I'area de la regié limitada per la grafica de f (x), I'eix de les abscisses i les rectes x=0 i
x=4

21. 2014 J.- Responeu a les qlestions seglients: a) La funcid f(x)=(b—x)e®, amb a i b constants, té la | N
representacio grafica segiient i sabem que passa pels punts A=(0, 2) i B=(2, 0), i que en el punt A la recta )
tangent a la grafica és horitzontal. Calculeu els valors de a i b. b) calculeu: flzx - Inx dx | \

22.2017S. Siguila funcié f(x) = Csol;lzxx a) Calculeu una primitiva de la funcié f (x). \
b) Calculeu I'area limitada per la funcid f (x) i I'eix de les abscisses entre les abscisses x=0ix = p/4

23.2010J. En la figura es mostra la corba y= x(4 —x) i una recta rque passa per I'origen i tallala corba en

un punt P d’abscissa k, amb 0 < k< 4. a) Trobeu I'area ombrejada, delimitada per la corba i la recta, j"

en funcid de k. b)Trobeu per a quin valor de k I'area de la regié ombrejada és la meitat de I'area del :\,\

recinte limitat per la corba i I'eix OX. : '\\
. \4
[; ‘-‘.‘

Solucions Integrals.-

1.

VZ, 1 : vz Y

2. V1((0,1), V2(0,3) b) 2 f01(3 —x¥)dx + 2 ff((3 —x2) = (x? = 1))dx = 6,21 u?

3.
4 F(x) = J x - sin(x) dx > per parts =X du=1dx => F(x) = [ x-sin(x) dx = —x - cos(x) + [ cos(x) dx = —x - cos(x) + sin(x) + C
- PETPAE = sin(x)dx v = —cos(x) B - B
T (s m () . (T _ 5 — S o — = =x- i -
constant C. F passa pel punt (3, 0) F(E) =—-cos (E) + sin (E) +C=1+4C, donl+C=0¢ésadr,C=-1 > F(x) x - cos(x) + sin(x) — 1
5. 3

== k=3

% ] 64k
a) x%+k?=—x?+9%?=> b) A=j [(—x% + 9k?) — (x® + k2)] dx =
—2k
6. [(M=2xi f{(2)=4 => y-4=4x-2) =>y=4x-4|quanx=0y=0 (0, —9]i[@, 0]

2

a7l 2 2
Sx2dx + [7(x% — (4x — 4))dx = %]0 +(E 22+ 4;\:)]1 = 3u?

by J,

7. /
: 3

/i vk a1k /T 1.3
: S ; x 4kvE 16k -
\\ "'7 (a)A = ‘/ﬁ (k - ar'}) dr = {kw - ?] " = (b) 5 = 6=k= 3

& S

e VT (, L 6
8.a ,_7TEVEI-24 (L P=(15).0=(65).1R=(60). y=—x+6.b) A= J (60— r) dx = [~ 4 Zer 32| g5
- : ) 3% 73 1

9. a) f'(x) = 1—/n;g/12:0 —1-Ina=0—Inr=1—r=c

b) limx—+colx1=limx—+co1x=0 Per tant, y=0, és una asimptota horitzontal.

C) i ln(x) lnz(x) eln(x) lnz(x) e T

P = [P R a2 a= | > #=3 | g

10.

Calculem punts de tall:

y=x {

L= =—ar=lox=1-(L1)
X

y==
X

forepace [s(yae= e [ Lae= ] (] =L

y=x y=x y =2x —

11. [oam=F=o0l{) . =k=an - :=F=cs]
1 2 22 N\ P 7
s:fz—d+j273d:—+(2——):ﬁ2
u(x x)dx l(x x*)dx 2, x 3, 6u




kA ’ 3
12. Vi-l=k=z=k4+1 A= k(k2+1)—/ (;,,-71)”24;:%#
1
K241 241 o 1 K241 k k| 315 o3
A:[ l'cd:rrfj (z—1)Y2de =2 4 k. / \,v':c—lda'zj @2tdtz2[ At =2 ==~
o 1 3 1 o i 31, 3
2 a —
13. A f=x-6x+C ~C=5 [fi)=x 6x*+5] b)f"(x) =6x—12=0 »x=2 c) 15:f (12761)dx+j (6x — 12)dx *{Z:
(] 2 -
14 ’ ‘
. ff0 =900 4= (00~ f@)ax= [ (@x*~xix =
x3 = ax? o o
- punts de tall ; e N\ at ot at X
! (0,0)|(a,a) =7 07?—Tfﬁ=-a =81 =a=43.
15.
A A=A+Ay (x-1):(x+1) = Lresiduo-2 —» 1 — 2
5 10 15 x+l
Intervalo (0,1) (1,20) A ——I—dx_—[x 2In(x+1)] =—[(1-21n(2)) - (0~ 21n(1))] = (1= 21n(2))=0,37-v*
Signo f(x) - + A;—fnx—ldx_[x 2+ =(20-21n@ 1) - (1-2In@)) =19-2InR 1) +2In@) u’=14,3u’
Area | Ao e | A il = (1d =x—2In =18-21 In(2) =14,67v
71 T J' x+1 dv=1 x—zj'm_x—z (x+1)  A=18-2In(21)+4In(2) =14,67u
16. 1

Puntsdetall: —x?+x+6= —9x+3x> - 4x?—-10x—6=0 =3 —=

S22

343

A= j (f(x) - g(x))d;\'—J' (—x?+2+6— (-9 +3x%))dx = [713' +5x2 +6x] e

3

recta tanoent aflx)=—x*+x + 6 aue passa pel punt (-2.0); v =5x+ 10

17. (2)=0; £(2)=-124; f(2)=1 ;f_23f’(x)dx =f(2) - f(-3)1—-(-4) =5

x3  x? 2
18. a) g(0) =5, g(1) =0,9"(x) =2x+1. 9() =7 +5~2x+5b)A=]|| (—x®+6x?
o

(@) x® —4x? +4x=0 —x=0, x=2 L y—-3 5 B -
19. . 1 P )1 4=0 = x= s 9@ =- (T)
(b)Alzj; (—(%) +4— (- 4x? +4x)) x:Z[ x* 4 5x% — 7x? + 15x]3 =9 u? — 14.583 ..
R 2
20 Jim e* =1=f(0) lim (%+n)=1+n=f(2) n=1
: limfe) =4 . (x* limf(x) =4{"" 1+n=3+m
x0 lim (—+n|=n x=2
=0t \ 4 lir?+ (Ex+m)=3+m T
‘ X INES |2 31
b) A= _[( ] I[ X — Gde ( —4xJ +[——6x} ‘ |-3)==u*
9 ] 12 o 4 )
21. a) f(x) = (2= x)e x/2 b) u=Inx v =x2 /2 dv=xdx du=1/x dx " 2in2-34
a) i de variabl = Jsm . f‘zd “lic=| e
22. canvl de vanable cosx =t “COSZ x X = tz |t t= : +C= cosx+
= si i Z =
b)Area = ‘;cst::zxxdx= [[ccsx]lu: \%_ 1=%_2J§ 2=0'414u2
. k k(4k — k2 6k — k% 4k — kP kP
23 P = (k, 4k — k?). A:j(@, 2)dz — ( ) - —— =0
4 0 474 . 2 3 2 6
(b)j(41'—3:2)d9:=[2$2—% =22 k=32=2V4.
O n

—16)dx|+

o

més pintura blava

—9=5583..u% que vermalia.

n=1
m=-1

k
A:/ (42 — o* — 4o + ka)dz —
0

4
—x3 + 6x%* — 16) dx

k3

=la0v7]
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PROBABILITAT

1. 2024 J L’Andreu posa les nou boles que es mostren a continuacié dins d’una @@@@ ®®®@
bossa. a) A continuacid, treu de la bossa dues boles a I'atzar, una darrere
I'altra i sense reemplagament (és a dir, no retorna a la bossa la primera bola abans de treure la segona).— Calculeu la
probabilitat que la primera bola sigui una A o una E. - Calculeu la probabilitat que les dues boles siguin diferents.
b) L'Andreu torna a posar totes les boles a la bossa i en treu cinc a I'atzar, una darrere I'altra, pero ara amb reemplagament (és
a dir, ara si que retorna a la bossa cada bola extreta abans d’agafar la segiient). — Calculeu la probabilitat que no hagi tret
cap A.— Calculeu la probabilitat que hagi tret almenys dues A.

2. PAU P24. En un poble hi ha dos instituts que anomenarem Al i A2. En tots dos instituts es pot estudiar el batxillerat cientific
(que anomenarem C) i I’humanistic (que anomenarem H). Seleccionem un alumne a I'atzar i se sap que la probabilitat que
pertanyi a I'institut Al és de 0,3, i la probabilitat que pertanyi a I'institut A2 és de 0,7. D’altra banda, la probabilitat que
estudii el batxillerat cientific si sabem que pertany a I'institut A1 és de 0,55 mentre que la probabilitat que estudii el
batxillerat cientific si sabem que pertany a I'institut A2 és de 0,59. a) Calcula les probabilitats que un alumne estudii el
batxillerat C a I'institut A1, que estudii el batxillerat C a I'institut A2, que estudii el batxillerat H a I'institut A1, i que estudii el
batxillerat H a I'institut A2. b) Si en aquest poble hi ha exactament 1.000 estudiants, quants estudien cada batxillerat a cada
institut? c) El curs vinent arribaran 20 alumnes nous al poble i tots faran batxillerat H a I'institut A1. Quina sera la nova
probabilitat que un alumne estudii batxillerat C si sabem que pertany a l'institut A1?

3. Andalucia 2023 JUN En una base de datos de correos electronicos se ha observado que el 20% de los correos recibidos son
spam. Ademas, se ha observado que la palabra "lottery" ha aparecido en el 40% de los correos que son spamy en el 0'6%
de los correos que no lo son. a) Halle la probabilidad de que en un correo elegido al azar en el que aparezca la palabra
"lottery" sea spam. b) Halle la probabilidad de que un correo elegido al azar en el que no aparezca la palabra "lottery" no
sea spam. c) Si un correo se etiqueta como spam si aparece la palabra "lottery" como no spam si esta palabra no aparece,
calcule la probabilidad de que un correo se etiquete incorrectamente.

5. 2023. RESERVA Una tienda vende caramelos con sabor a frutas (naranja o limén) y a menta. El 60% son azucarados y de
estos el 25% son de limén. De los no azucarados, el 40% son de naranja, el 30% son de limén y el resto de menta. Ademas, el
40% de todos los caramelos son de naranja. Se escoge un caramelo al azar de esa tienda. a) Calcule la probabilidad de que sea
de naranja sabiendo que es azucarado. b) Razone si es mas probable que sea de sabor a frutas o a menta.

Soluciones:

1

g |
1. a) g ==, P(dues A) = P(primera A i segona A) = = P(dues S).

" 36
P(dues diferents) = 1 — P(dues iguals) =1 -2 -i = 0.944 ..
P(dues diferents) = P(prlmera noésni AniS) + P(pr!mera Aisegonano A) 4 p(primera S i segona no S)

b) - P(capA) =(1-p)° = (—) =0.284... - P(almenys2 A) =1— P(una A) — P(cap A) =0.308 ..

\DIN
colv—‘

2. a) P(A1nC)=P(C| A1)P(A1)=0.55-0.3 =0.165,
P(A1 n H)=P(H | A1)P(A1)=(1-0.55) 0.3 =0.135,
P(A2 n C) P(C | A2)P(A2)=0.59-0.7 =0.413,
P(A2 N H) = P(H | A2)P(A2) = (1-0.59) - 0.7 = 0.287
(b) Multlpllcant les probabilitats anteriors pels 1.000: 165 estudien el batxillerat C a I'institut A1, 135 estudien el batxillerat H a I'institut
Al, 413 estudien el batxillerat C a I'institut A2, i 287 estudien el batxillerat H a I'institut A2 (165 + 135 + 413 + 287 = 1.000).

(c) Afegint els 20 nous estudiants, la probabilitat demanada queda: P(C/A,) = Pf(?A)‘) = 1;’; =0,5156
Aq 3

3. o'a_ Lottery
) spam / a) P(‘ am/lot) __ P(spamnlot) _ 0,2:0,4 = 0.9434
y STNo Lottery P T P(o) | 02:04+080006
e P(s nTot 0,8:0,994
b) P(spam/lot) = 2P _ _ = 0,8689
k o006~ Lottery P(lot) 0,2-0,440,8:0,006
No spam / ¢) P(incorrecta)= 0,2-0,6 + 0,8-0,006 = 0,1248

0'994 = No Lottery

4,
/ Naranja
y Azucarados = Limén a) P(Naranja): 0,4=0,6-x+ 0,4-0,4 > x =0,4
1025 Menta P(Menta)= 1-0,4-0,25=0,35
, ) 0,6:0,4 _
R / Naranja P(Naranja/Azucarado) = CeoAtoe 0o e0s 0,4

No azucarados === Limén

Menta b) P(frutas) = 0,67 p(menta) = 0,33 — mds probable de frutas



PAU P24 Un ordinador personal té operatius dos programes antivirus Al i A2 que actuen simultaniament i de forma
independent. Davant la presencia d’un virus, el programa Al el detecta amb una probabilitat de 0.9 i el programa A2 el
detecta amb una probabilitat de 0.8. Calculeu de forma raonada: (a) La probabilitat que un virus qualsevol sigui detectat. (b)
Si un virus ha estat detectat, quina és la probabilitat que I'hagi detectat I'antivirus A1? (c) Si un virus ha estat detectat, quina
és la probabilitat que I’hagin detectat els dos antivirus A1i A2? (d) Un software addicional altera el funcionament de
I'antivirus A2 de manera que la probabilitat que detecti un virus ja no és de 0.8. Quina és aquesta nova probabilitat si sabem
que un virus és detectat per Al i no per A2 amb probabilitat 0.27?

A2
a) P(A1 U A2) = P(A1) + P(A2) - P(AL N A2) = 0.9 + 0.8 - 0.72 = 0.98 a "’
b) P(A1 | detectat) = P(A1 n detectat)/ P(D) = 0,9/0.98=0.918 /' 0-9\_
c) P(A1 n A2) = P(A1 n A2n detectat)/ P(detectat) = P(A1 n A2)/P(detectat)= 0,72/0,98 = 0,7347 AZ,,
d) Probabilitat detectat per A; i no per Az: 0,27 = P(A1 n 42) = P(A1) - P(A2|A1) = 0,9(1 — x) \\ /“w
6 0,9-(1-P(A2)=0,27 = P(A;) =1-0,27/0,9=0,7 A

'\E
PAU 24 Sep S’estima que el 20 % dels habitants d’una regid pateix algun tipus d’arritmia. Per a h
diagnosticar-la, hi ha la possibilitat de col-locar al pacient un monitor Holter, que detecta I'arritmia en un 95 % dels casos de
persones que la pateixen, pero que també dona falsos positius, per motius eléctrics, en persones que no pateixen
arritmies en un 0,5 % dels casos. a) Si escollim 4 persones a I'atzar, quina és la probabilitat que almenys una d’elles pateixi
arritmies? b) Quina és la probabilitat que una persona escollida a I'atzar obtingui un diagnostic positiu d’arritmia?
c) Si una persona obté un diagnostic negatiu a la prova del Holter, quina és la probabilitat que realment pateixi arritmies?

(8) P(4) =02 binomialambn=4ip=02 P(N=1)=1—P(N=0)=1-(1-0.2)*= 05904
(b) P(A)=08 P(H|A)=095 i P(H|A) = 0.005.
probabilitat total: P(H) = P(H | A) - P(A) + P(H | A) - P(A) = 0.95- 0.2 + 0.005 - 0.8 = 0.194.

c ) __ P(AnH) _ P(A)-P(H|4) 0.2-{(1-095)
(¢) Bayes: P(A|H) = P a—pn i-oass 0012

2023 RESERVA 2. En una encuesta realizada en un instituto sobre los habitos de los estudiantes en su tiempo libre, el 80% de
los encuestados dedica el tiempo libre a enviar mensajes con el mavil o a jugar videojuegos, el 45% realiza ambas cosas y el
40% no juega a videojuegos. Si se elige un estudiante de ese instituto al azar, calcule la probabilidad de que dedique su
tiempo libre a: a) Enviar mensajes con el mévil y no jugar a videojuegos. b) Jugar a videojuegos sabiendo que no envia
mensajes con el movil. c) Hacer solamente una de las dos cosas. d) No hacer ninguna de las dos cosas.

Definimos: M: “Movil” V: “Videojuegos”. Datos: P (MU V) =0,80;; P (MNV) =0,45; P(V) = 0,40 MU V=08
método 1)
AP M N V):PWV)=1-P (V) =0.60 ; P(MUV)=P(M)+ P(V) - P((MNV)=0,80 = P(M)=0,65
como P(M)= P(VNP)+P(MN V) = P(MN V)= 0.65 - 0.45=0.20
b) P (V/ M) = P(VNM) /P(M) = P(V)-P(MNV) / 1-P(M) = 0,60-0,45 / 1-0,65 = 3/7=0,428 ]
O)PMNV)C(MNV) =P MnV)+(MnYV)=0,15+0,20=0,35 MNV =0,45
d) P (MN V) =P (MC V) =1-P (MU V) = 1- 0,80 = 0,20

v |7
método 2) con tabla de contingencia: M35 2L[) 5
a)P(MNV)=2/100=0,2 b)P(V/M)=15/35=3/7 ¥ 115 |20 |35
c) PMNnV)C(MnYV)=(154+20)/100=35/100 60 140 | 100

d) P (MN V)= 20/100 = 0,2

2023 Andalucia R 3 El 32% de las microempresas tiene pagina web y el 64,6% ni tiene pagina web ni realiza ventas por
comercio electronico. De las microempresas que tienen pagina web, el 30% realiza ventas por comercio electrdnico. Se
selecciona al azar una microempresa. a) Calcule la probabilidad de que tenga pdgina web o realice ventas por comercio
electrénico. b) Calcule la probabilidad de que realice ventas por comercio electrénico. c) Calcule la probabilidad de que no
tenga pagina web y realice ventas por comercio electrénico. d) Razone si son independientes los sucesos "Tener pagina web"
y "Realizar ventas por comercio electrénico". ¢Son incompatibles?

a) P(VUW) = P(V)+ P(W) - P(VNW) =12+32-9,6=35,4% Con pagina web | Sin pagina web

b) P(V) en la tabla = 13% o ()

c) Nos piden calcular P(VNW) = en la tabla: = 3.4% . :i:“vfnf;:“—,) 29;: 5:6 :‘3,
d) Para que sean incompatibles = P (VN W) = 0. 0,646 2 3 100

Como es 9.6% = 0.096 = no son incompatibles

PAU 2017 Balears. Siguin A i B dos successos tals que P(A u B) =0.9, P(A) =0.4, on A® denota el succés complementari
del succés A, i P(A n B) = 0.2. Calculeu les probabilitats segiients: a) P(B) b) P(A/B) c) P(An B¢) d) P(A°n BC).
a)p(B): 0.9=p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB)=1-p(Ac)+p(B)-p(AnB)=1-0.4+p(B)-0.2=0.4+p(B)

=p(B)=05

b) p(A/B): p(A/B) =p(An B)/p(B)=0.2/0.5=0.4 e
c)p(AnBS):p(AnNBc)=p(A)-p(AnNB)=1-p(A¢)-p(AnB)=1-0.4-0.2=0.4

d)p(AcU B ): p(AcUBc)=p((AnB)<)=1-p(AnB)=1-0.2=0.8

PAU 2016 Balears Contestau els apartats seglients: a) Si la probabilitat de la interseccié de dos successos independents
és 0.2 iladelaseva unio és 0.7, quina és la probabilitat de cadascun dels successos? b) En un experiment se sap que
p(A) =0.6, p(B) =0.3 i p(A|B) =0.1. Calculau p(A U B).
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Com que sén independents, hem de resoldre, per calcular les seves probabilitats, el sistema seglient:
p(A n B) = p(4)- p(B) N {0-2 = p(4) - p(B) . :
B)=0.5,ip(B)=0.4
{61 0 8) = p(1) + p(8) = pa 0 B 107 = () 4 p(B) — 02 = PBI=0Si0(B
b) p(A/B)=p(AnB)/p(B)=0.1=p(ANB)/0.3=p(AnB)=0.03
p(A U B) = p(A) + p(B) - p(A N B) =0.6 + 0.3 - 0.03 = 0.87

PAU 2019 Balears Un dau esta carregat de manera que la probabilitat d’obtenir un 6 és de 1/2 i les probabilitats d’obtenir
cadascuna de les altres cares son iguals a p. Es llanga aquest dau, calculau la probabilitat de cadascun dels successos
seglients: a) S'obté un dos. b) No s’obté un tres. c) S’obté un nombre parell. d) S'obté un nombre imparell.

a)p(6) =%, p(1) =p(2) =p(3) =p(4) =p(5)=p % +5p=1 = p=1/10
b)p(3)=1-p(3)=1-1/10=9/10 c) p(parell) = p(2) + p(4) + p(6) =1/10+1/10+1/2 = 7/10
d) p(imparell) =1 - p(parell) =1-7/10=3/10

La Rioja, junio 17 El 50% de los habitantes de una localidad tienen mas de 65 afios y el 10% menos de 18 afios. El 60% de los
mayores de 65 afos, asi como el 80% de los menores de 18 afios y el 40% del resto de los habitantes, utilizan el complejo de
piscinas local. 1) Elegido al azar un habitante de la localidad, calcule la probabilidad de que utilice el complejo de piscina local.
2) Elegido al azar un habitante de la localidad que no utiliza el complejo de piscina local, halle la probabilidad de que tenga mas

de 65 anos.
0,60
Maés de 65 afios
<8 [ 55 [ 565 <
Pisc 8 16 30 54 A

No Pisc 2 24 20 46

Suma 10 40 50 100 Edadyusode | < 040
0,40
Con diagrama de drbol: =

a) T. total: P(piscina)=0,5-0,6 +0,4:0,4+0,1-0,8 = 0,54 Te—
b) Bayes: P(>65 afios/No Piscina)= (0,5:0,4) / (1-0,54)=0,434 <

Con tabla de contingencia: =
a) 54%
b) 20/46=43,4%

PAU 2019 Balears Tenim dues urnes descrites a continuacio:
Urna I: 2 bolles negres, 1 bolla vermella i 3 bolles verdes.
Urna IlI: 1 bolla negra, 2 bolles vermelles i 1 bolla verda.
L’experiment consisteix a extraure una bolla a I'atzar de 'urna |, introduir-la en I'urna I, remoure i extraure, finalment, una
bolla a I'atzar de I'urna Il. a) Donau un diagrama en arbre que representi I’'experiment amb les probabilitats associades. b)
Calculau la probabilitat que la segona bolla extreta sigui b.1) vermella. b.2) negra. b.3) verda. c) Sabent que la segona bolla ha
esta negra, quina és la probabilitat que la primera també ho fos? d) Quina és la probabilitat que la primera fos vermella sent
vermella la segona?

Negra2/5 -> pliN} i [N})=4/30
b.1) p({2a bolla vermella}) = 4/30 + 3/30 + 6/30 = 13/30 m <vermella 2/5->p({N] i {VE} )= 4/30
Verda 1/5-> p({N} i {V]) =2/30

b.2) p({2a bolla negra}) =4/30 + 1/30 + 3/30 = 8/30
b.3) p({2a bolla verda}) = 2/30 + 1/30 + 6/30 = 9/30

Hegra 1/5-> p({VE} i {N))=1/30

1N

¢) p(1a N/2a N) = p({N} i {N}) / p(2a N) = 4/30 / 8/30 = 4/8 = % =

uma

vermella 3/5->p((VE] | {VE] }=3/30

Verda 1/5 > p({VE] i {V}) =1/30
d) p(1a VE/2a VE) = p({VE}i {VE}) / p(2a VE) =3/30 / 13/30 = 3/13

5
7

uma il

Vermella 2/5-> p({V}i {VE])= 6/30

3/6 ; Negra 1/5->pi{V}i [N))=3/30

Verda 2/5-> p({V}i {V})=6/30

Valencia 2015. 4.4.25. El 25% dels estudiants d'un institut no realitzen cap activitat extraescolar, mentre que el 55% realitzen
una activitat extraescolar esportiva. Sabem a més que un de cada quatre estudiants que practiquen
una activitat extraescolar no esportiva també practica una d’esportiva. Es demana: a) Calcula la

£} END
probabilitat qué un estudiant triat a I'atzar practiqui una activitat extraescolar esportiva i una altra de » e
no esportiva. b) Calcular la probabilitat que un estudiant practiqui només una activitat extraescolar
425
-
025

esportiva. c) S6n independents els successos "Practicar una activitat extraescolar esportiva" i "Practicar
una activitat extraescolar no esportiva"? Raona la teua resposta.
a) P(EU N)=P(E)+P(N)-P(ENN)— 0.75=0.55+P(N)-P(ENN)—> 0.75=0.55+P(N)-0.25-P(N) =
P(N)=0.20/0.75=0.2667
P(ENN)=0.25-P(N)=0.25-0.2667=0.0667
b) P(E)-P(ENN)=0.55-0.0667~0.4833
c) P(ENN), P(E)-P(N) =no independ.




PAU 2019 Balears Tenim un dau correcte i dues urnes amb bolles descrites a continuacio:
Urna I: 1 bolla negra, 3 bolles vermelles i 6 bolles verdes.
Urna ll: 2 bolles negres, 6 bolles vermelles i 2 bolles verdes.
Tirem el dau. Sisurt 1 02, anam a l'urna l. Si surt 3, 4, 5 0 6, acudim a l'urna Il. Extreim a I'atzar una bolla de I'urna
corresponent.
a) Donau un diagrama en arbre que representi I’experiment amb totes les probabilitats.
b) Calculau les probabilitats segilients: i) p({3, 4, 5, 6} i {bolla vermella}).
ii) p({bolla verda}/{1}). iii) p({bolla vermella}/{5}). iv) p({2}i {bolla verda}).
c) Calculau la probabilitat que la bolla extreta hagi estat vermella i que hagi estat negra. Quina és la probabilitat que la bolla

extreta hagi estat verda? Quant val la suma de les tres probabilitats? Justifica la resposta. o

b) p({3, 4, 5, 6} i {bolla vermella}) =4/6 - 6/10=2/5 p({bolla verda}/{1}) = 6/10 =3/5 v < = e

p({bolla vermella}/{5}) =6/10=3/5 ; p({2}i{bollaverda}=1/6-6/10=1/10 o110
e
SE}EE::: ::::qagl)l;})zi6p.({6b/§l?a+nt/gie;}i/jg(?blo/lfa verda}) =30/60 + 10/60 + 20/60 = 1 < :::

Madrid 2018 La directiva de un club de cine ha hecho un estudio sobre los gustos cinematograficos de sus socios. De los 300
socios del club, hay 150 a los que les gustan las peliculas de accidn, 135 a los que les gustan las peliculas de suspense y 75 a
los que no les gustan ninguno de esos géneros cinematograficos. Si se elige un socio cualquiera, calcular las probabilidades de
que: a) No le gusten las peliculas de accion. b) Le guste al menos uno de los dos géneros mencionados. c) Le guste el cine de
accion y el de suspense. d) Le gusten las peliculas de ;ccic’m, pero no las de suspense.

: nv S _150_1_ _s_9 ang = _1_
A : le gusta las de accién y S : le gusta las de suspense. P(A) = 300~ 2 =0,5, P(5) = 300 - 20 - 0,45y P(ANS) = 3004 0,25
a) P(Z):l—P(A)=1—%=%=O,5. b) P(AuS):1—P(AuS):1—P(Zﬂ§):1—%:%:0,75.
&) P(ANS) = P(4)+ P(S)— P(AUS) =2+ 2 _3_1_09 a) P(ANT) = P(A) - PANS) = 2 — = = > 0,3
2 20 4 5 ’ 2 5 10 ’

Asturias 2017. En una asociacion benéfica se reparten dos productos, harina y leche. Todas las personas que entran cogen dos
unidades a elegir entre los dos tipos de producto. El 70% de las personas que entran cogen harina y el 40% los dos productos.
Calcula: a) La probabilidad de que una persona que entre coja leche. b) La probabilidad de que una persona que entre coja un
solo tipo de producto. c) Una persona que sale de la asociacion lleva leche. ¢ Cudl es la probabilidad de que haya cogido
también harina?

Sean Hy L sucesos coger harina o leche. (suponerse que la probabilidad es la misma): Si se cogen dos productos sucesivamente pueden
darse los casos: & HH, HL, LH y LL (incompatibles). En los tres primeros casos se ha cogido harina, siendo: P(HH, HL, LH) = 0,70. También
se sabe que P(HL, LH) = 0,40. Y, por supuesto, P(HH, HL, LH, LL) = 1. Como los cuatro sucesos son incompatibles: P(HH, HL, LH, LL) = P(HH)+
P(HL) + P(LH) + P(LL) = 1. a) Como P(HH, HL, LH) = P(HH) + P(HL, LH) = 0,7 = P(HH) + 0,4 = 0,7 = P(HH) = 0,3. Los casos en los que se coge
leche son: HL, LH y LL. (Todos menos el caso HH). = P(L) = P(HL, LH, LL) =1 — P(HH) =1 - 0,3 = 07. Probabilidad de coger solo leche: P(LL) =
P(HL, LH, LL) — P(HL, LH) =0,7 - 0,4 = 0,3. b) La probabilidad de coger un solo producto, suceso HH o LL es: P(HH, LL) =0,3+ 0,3 =0,6.c)
P(H/L)=P(HN L)/PL=0,4/0,7=4/7 .

En un estudi sobre una mostra de families es dedueix que el 18 % de les families tenen DVD, el 84% rentavaixelles, el 70%
assecadora, el 17% DVD i rentavaixelles, el 65% rentavaixelles i assecadora, el 15% DVD i assecadora i el 14 % els tres
electrodomestics. Calcula: a) La probabilitat de que al escollir una familia tingui rentavaixelles o assecadora. b) La
probabilitat de que tingui DVD i no rentavaixelles. c) La probabilitat de no tenir assecadora i no tenir rentavaixelles. d) La
probabilitat de tenir rentavaixelles o assecadora o DVD. e) La probabilitat de no tenir rentavaixelles i no tenir assecadora i
no tenir DVD. f) La probabilitat de tenir un Unic electrodomestic.

a) P(RU 4)= P(R)+ P(A)- P(RN A) =0.84 + 0.70 - 0.65 = 0.89 ) (DN AUR)+ P(RNAUD)+ P(ANDUR) =0+0.16 +0.01 =0.17

b) P(DNR)=P(D)-P(DNR)=0.18-0.17 =0.01 P(DNAUR)=P(D)-P(AND)-P(DNR)+ P(ANDNR)= 0.18-0.15-0.17+0.14 =0

P(RNAUD)=P(R)- P(RND)-P(RNA)+ P(ANDNR)=0.84~-0.17 - 0.65 + 0.14 = 0.16

)

84% © 7 R= ANRK)=1- =]- = et

W A i I g P(ANDUR) = P(4) - P(AN D)= P(ANR)+ P(ANDNR) =0.70 - 0.18 - 0.65 +0.14 = 0.01
P(AUR) = P(A)+ P(R) - P(AN R) = 0.70 +0.84 - 0.65 = 0.89

d)

w P(AUDUR) = P(A) + P(D)+ P(R) = P(AND) = P(ANR) - P(DNR)+ P(ANDNR) = e) PANDNR)=1-P(AUDUR)=1-089=0.11
=0.70 +0.18 + 0.84 = 0.15 - 0.65 = 0.17 + 0.14 = 0.89



Ofimega académies Exercicis PAU cientific - tecnologic P21

Binomial
PAU P24 M1 Els components electronics produits per una determinada empresa sén defectuosos amb una certa probabilitat p
(independentment els uns dels altres). L'empresa ven els components en paquets de 10 i es compromet a retornar els diners
si el paquet conté 2 o més components defectuosos. (a) Calcula, en funcid de p, la probabilitat que et retornin els diners si
compres un paquet de components. (b) Si p = 0.01, quina és la probabilitat de que, comprant 3 paquets de components, et
retornin els diners de, com a minim, un dels paquets? Aquest resultat augmenta o disminueix quan p augmenta? Raona la
resposta. (c) Si p = 0.01, calcula la probabilitat que comprant 4 paquets et retornin els diners d’exactament dos d’ells.
Sol: Per tal que no ens retornin els diners, tots deu components siguin bons, P(1 - p)1°, o un defectuds, 10p(1 - p)°. Probabilitat que ens
retornin els diners: a =1 - (1 - p)1° - 10p(1 - p)°. (b) ens retornaran els diners amb probabilitata =1 - (1 - 0.01)1°-10-0.01 - (1 - 0.01)°
=0,0043. Per tant, no ens retronaran els diners de cap d’ells amb probabilitat (1 - a)3 = (0.9957)3 = 0.9872, i ens en retornaran almenys
un amb probabilitat 1 - 0.9872 = 0,0128. Clarament, si p augmenta, llavors a augmenta, i el resultat 1-(1-a)3 també augmenta. (c) P

retornin diners d’exactament dos: ([ZL) a?(1-a)2=6-(0.0043)2-(0.9957)2=0,0001

PAU P24 M2 Considera I'experiment seglient: tirem un dau equilibrat i, a continuacio, tirem tantes monedes (equilibrades
també) com indiqui el resultat del dau. (a) Calcula la probabilitat que obtinguem exactament 3 cares.
(b) Calcula la probabilitat que obtinguem exactament 3 cares sabent que el resultat del dau ha estat un nombre parell.
(c) Calcula la probabilitat que obtinguem exactament 3 cares sabent que la primera moneda ha donat creu.

(a) Cal que al dau hi hagi sortit, préviament un 3, 4, 5 6 6. Si surt un 3: probabilitat d’obtenir 3 cares és: 0,53
. (4 4 (5 s - . (6 6
sisurtuné: (3) 0,54, sisurtun5: (3) 0,55 =10/32 isisurtun6: (3) 0,5¢ =5/16.

Per la llei de la probabilitat total: 1/6-1/8 +1/6:1/4+1/6-5/16 +1/6-5/16 =0,1666

(b) P que al tirar el dau surti parell: 1/3 per cadascun dels possibles resultats 2, 4, i 6. Probabilitat d’obtenir exactament 3 cares:
1 1 4 1 1 11 1 6 1 11111 1 5
Z. (7). 2. 2.2, e (7). 2.2 2.2 2. - — 4+ = 01875
30+3(3)2222+3(3)222222 T

Alternativament: P(3 cares|parell) = P(3c n parell)/P(parell) = 0,1875
(c) 3 cares, havent donat creu la primera moneda, cal que al dau hi hagi sortit un 4, un 5, 6 un 6.
T N e
6 222 6 \3/ 2222 6 1\3/) 22222 48 24 96
Alternativament: P(3 cares | 1a creu) = P(3c n creu)/P(creu) = P(3c n creu)/0,5 = 0,0573/0,5 = 0.1146.

PAU 24 M3 L’Anna i el Blai juguen al joc seglient: comencant per I’Anna, s’alternen tirant una moneda equilibrada fins a un
maxim de 4 cops cadascu; el primer que obtingui cara guanya, i si els hi surten vuit creus empaten. (a) Calcula la probabilitat
que guanyi I’Anna i la probabilitat que guanyi el Blai. Qui te més possibilitats de guanyar? (b) Aquestes dues quantitats han de
sumar 17? Justifica la resposta. (c) Ara suposem que la moneda esta trucada i que la probabilitat que surti cara en una tirada és
0<p < 1. Quan hade ser p per tal que I’Anna tingui el triple de possibilitats de guanyar el joc?

(a) La moneda la tira primer I’Anna, després el Blai, etc, fins que surt la primera cara, que fa guanyar a qui I’hagi treta; si a la vuitena tirada
encara no ha sortit cap cara s’acaba el joc i empaten. Per tant, ’Anna guanyara el joc si surt cara a la primera tirada, o si surten dues creus i
cara a la tercera tirada, o quatre creus i cara a la cinquena, o sis creus i cara a la setena. La probabilitat que aix0 passi és %2 + /5% % +

Vo Yoo Yo Vo + Vo Vo Vo Vo Yo Vo Vs = 0.6641. Analogament, el Blai guanyara el joc si surt creu a la primera tirada i cara a la segona, o si surten
tres creus i cara a la quarta tirada, o cinc creus i cara a la sisena, o set creus i cara a la vuitena. La probabilitat que aixo passi = %22 + %4 +%4° +
%8=0.3320.2 222416 64 256 Té doncs més possibilitats de guanyar I’Anna que el Blai (de fet, exactament el doble si no tenim en compte
els arrodoniments). (b) Aquestes dues probabilitats no han de sumar 1 perque hi ha una petita possibilitat que empatin i no guanyi ningu el
joc. Aix0 passara quan surtin 8 creus, cosa que te una probabilitat de %8 = 0.0039. 2 |, efectivament, la suma 0.6641 + 0.3320 + 0.0039 ara si
que d’ona 1. (c) Repetint el calcul en funcié de p, les probabilitats que guanyi I’Anna i el Blai sén: P(Anna) =p+ (1-p)2p+(1-p)*p+(1-
p)®p, P(Blai)=(1-p)p+(1-p)3p+(1-p)>p+(1-p)’p.Com que traient factor comu tenim que P(Blai) = (1 - p)P(Anna), el que ens
demanen passaraquan1-p=1/3ésadirp=2/3.

PAU 24 M4 Tirem un dau equilibrat repetides vegades fins que surti un sis, moment en el qual parem. (a) Quina és la
probabilitat que després de n tirades encara no hagi sortit cap sis? (b) Quantes tirades hem de fer, com a minim, per tal que
la probabilitat que surti un sis sigui igual o superior a 0.95? (c) Sabent que ens ha sortit el primer sis a la cinquena tirada,
quina “es la probabilitat que no hagi sortit cap cinc ni cap quatre?

(a) Probabilitat no hagi sortit cap sis després de n tirades: (1-1/6)" = (5/6)" (b) Volem que I'esdeveniment contrari al de I'apartat anterior
tingui probabilitat igual o superior a 0.95: (1-1/6)"2 0.95 - 0.05 2 (5/6)" = log 0.05 2 n log(5/6) - 16.43 ¢ n. Per tant, calen com a minim
17 tirades. (c) Sabent que a les quatre primeres tirades no ha sortit cap sis, la probabilitat que tampoc hagin sortit ni el cinc ni el quatre és:
(3/5)4=0,1296

7. Una prueba de inteligencia consta de diez cuestiones cada una de ellas con cinco respuestas de las cuales una sola es
verdadera. Un alumno responde al azar ¢Cudl es la probabilidad de que responda al menos a dos cuestiones correctamente?
¢Cudl la de que responda bien a seis? ¢Cual la de que responda bien como maximo a dos cuestiones?

p =P(A)=1/5=0.2 n=10 preguntas a) X -Bi(10,0.2): P(X>2) = 1 - P(X<2)=1 - [P(0) + P(1)] = 1- [C10,00.2° - 0.8 + C30,1 0.21 0.8° ] = 1-[0.1073
+0.2684] = 0.6242 b) P(X=6) = C10,6 0.26 0.8% = 0.0055 c) P(X<2) = f(0) + f(1) + f(2) = 0.1073 + 0.2684 + C19, 0.22 0.88 = 0.1073 + 0.2684 +
0.3019=0.6776



