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1 Sistemes d'equacions lineals.

1.1 El métode de Gauss per a sistemes compatibles determinats.

Classificaci6 dels sistemes d'equacions.

SISTEMA COMPATIBLE
DETERMINAT (SCD)
SISTEMA COMPATIBLE Sistema amb una Unica solucié
Sistema amb alguna soluci6

Vs

J

SISTEMA SISTEMA COMPATIBLE
INDETERMINAT (SCI)

Sistema amb infinites solucions
SISTEMA ~ /

INCOMPATIBLE (SI)
Sistema sense cap solucié

Sistemes d’equacions equivalents. Transformacions valides.
Direm que dos sistemes lineals

ax+by+cz=d, a,Xx+b,y+c,z=d
a,x+b,y+c,z=d, a,x+b,y+c,z=d,
aX+by+cz=d,; ayx+b'yy+c,z=d

Sén equivalents quan tenen les mateixes solucions.
S’anomenen transformacions valides aquelles que transformen un sistema
lineal en un altre d’equivalent, €s a dir, sense alterar les seves solucions. Les
transformacions valides son les quatre segiients:
a) Intercanviar 1’ordre de dues files.
4x+3y—2=5 7X—-2y+3z=-1
FoF,

IX=2y+32=-1—= ¢4X+3y—-z=5

X—y+z2=7 X—-y+z=7
b) Intercanviar I’ordre de dues columnes:
4x+3y—z=5 . 4x—-2+3y=5
IX=2y+3z=-1—= {7x+32-2y=-1
X—-y+z2=7 X+z2-y="7
c) Multiplicar una fila per un nombre diferent de zero:
4x+3y—-z=5 . 4x+3y—-z=5
IX=2y+3z=-1— {7x-2y+3z=-1
X—-y+z=7 6x—-2y+2z=14

d) Sumar o restar a una fila qualsevol altra multiplicada per un nombre:
4x+3y—-2=5 e ror 4x+3y—-2=5

IXx=2y+3z=-1 — <15x+4y+1z=9
X—y+z2=7 X—-y+z2=7



Sistemes especials.

Sistemes sobredeterminats: Un sistema sobredeterminat és aquell que té més
equacions que incognites.

Sistemes homogenis: Un sistema d’equacions és homogeni quan tots els termes
independents sén zero, per exemple:

3Xx—-2y+4z=0
5Xx+y-3z=0
2X—-y+2=0

Un sistema homogeni sempre és compatible perque, com a minim, sempre tindra
la soluci6 x=y=2z=0.

Metode de Gauss de triangularitzacio de sistemes.

Exercici resolt.
Ix -3y +2z =-8
Resol el seglient sistema: 2Xx +y -3z =5
4x -2y +5z =12

Solucio:

Primera part: Triangularitzacié del sistema.

Per triangularitzar un sistema anirem fent zeros columna a columna, d’esquerra a
dreta i de dalt a baix, fent servir exclusivament les transformacions valides de
I'apartat anterior. En cada columna, marquem el coeficient diagonal com a
“pivot”. Aquest pivot ens servira per fer zeros tots els nombres per sota d’ell. El
pivot no pot ser zero.

PAS 1. Fer zero el coeficient de la primera columna, segona fila:
-3y +2z =-8
2 +y =3z =5

4 -2y +5z =12 o
oo T El pivot és un 1

Hem de fer zero el 2 amb un 1. Per tant a la fila segona li restem 2 vegades la

fila primera:
Ix -3y +2z =-8 for, 2k, Ix -3y +2z =-8
2Xx +y -3z =5 = <O0x +7y -7z =21
4x -2y +52 =12 4x -2y +52 =12

PAS 2. Fer zero el coeficient de la primera columna, tercera fila:
Hem de fer zero un 4 i tenim un 1 de pivot. Per tant, a la tercera fila li restarem
quatre vegades la primera:

1x -3y +2z =_BFJ==-F4—4F.' 1x -3y +2z =-8

Ox +7y Tz =21 = Rox| +7y -7z =21
dx -2y +3z =12 Ox | +10y -3z =44




Ara passem a la segona columna.
Ix -3y +2z =-8

0x @ -7z =21

Ox +10y -3z =44 . .
Com a pivot tenim un 7

PAS 3 Fer zero el coeficient de la segona columna, tercera fila:
Hem de fer zero un 10 i tenim un 7 com a pivot. Com ho farem? A la
tercera fila multiplicada per 7 li restarem la segona per 10:

Ix -3y +2z =_8E==-?F~.—10F. lx -3y +2z =-8

Ox +7y -7z =21 = Ox +7y -T2z =21

0x +10y -3 =44 0x+492 93

Observa com el sistema resultant és triangular superior.

Segona part: Resolucié del sistema triangular.

Amb els tres passos anteriors hem obtingut un sistema equivalent triangular
superior: Tots els coeficients per sota de la diagonal sén zeros.
Resolem el sistema triangular “de baix a dalt”, comengant per 1’ultima equacio.

PAS 4: Aillar la z de la tercera equacio:

Ox +0y +49z =98:>492:98:z:%:2

PAS 5: Alllar la y de la segona equacid (fent servir el valor conegut de z):
Ox +7y —-72 =21=7y-71=21=7y-7-2=21

:>7y—14:21:>7y:21+14:>7y:35:>y:§=5

PAS 6: Aillar la x de la primera equacid (fent servir els valors coneguts de y i z):

Ix -3y +2z =8=x-3-5+2-2=-"8=x-15+4=-8
=>X=-8+15-4=>x=3

La solucio del sistema és x=3,y=5,z=2.
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Exercici resolt.

111

1.1.2

3X-2y+4z=25
Resol el sistema: 2y—-3z=-11
47 =20

Solucio6:

PAS 1, PAS 2, PAS 3: El sistema és ja triangular superior, no cal fer-los.

PAS 4: Aillem la z de la tercera equacio: 4z=20=>z= % =5

PAS 5: Substituim la z a la segona equacié i aillem la y:
2y-32=-11=2y-3-5=-11=2y-15=-11=2y=-11+15=4
4
=>y=—=2
y 2
PAS 6: Substituim lay i la z a la primera equacio i aillem la x:
3X—-2y+4z=25=>3x-2-2+4-5=25=3x-4+20=25

:>3X=25+4—20=9:>X=%=3

La Gnica solucio del sistema és, doncs, x=5,y=2,z=3

Resol els seglients sistemes d’equacions:

X—-5y+4z=6 X+3y+5z=-5 —-X—4y-2z=3
a) «x—4y+2z=2 b) {x+y+3z=3 C) —4x—-y-5z2=-3
X-3y-2=-06 -X-5y-3z2=9 X+2y+32=6
X—-2y+3z2=9 —-2X+3y—-4z1=06 —-2X—-Yy+2=06
d) {—3x+4y+3z=1 e) «—3x+2y-3z=-2 f) <5x+3y+z=1
2X—-3y—-22=2 X+y+4z=-2 -Xx+3y-5z=-5
-3X+y-52=2 -3Xx—-4y-3z=-5
g) 14Xx—y—-2z=4 h) 4—4x—-3y-5z=9
—5X+y+z=-2 5x+2y—-z=9

Resol els segiients sistemes sobredeterminats :

3x-2y+1z=19 2Xx+3y—-z=0 3X+2y-2=8
5Xx+y-3z=5 b) 5x-2y+3z=-1 c 5x—-y+2z=11
2X+4y+72=-8 -3X+y-z=4 2X+4y—-3z2=7

4x -3y +22=28 4x+3y+2z=11 4x+5y—-22=8



1.1.3
Resol els segiients sistemes:

X—-y+3z=4 2X—-y+2=3 2X—-y+2=3
a) {2Xx—-y—2=6 b) i<x+y—-z=4 C) {3x+y—-2z=-3
3x-2y+z=10 X—-8y+3z=-6 5x-3y+3z=9
2X—-y+2=2 X+y+2=2
d) {3x+2y—-4z=5 e) 12x+3y+5z=11
- X+4y—-2z=-3 X—-5y+6z=29
1.1.4
Resoleu el sistema seguent:
X+2y—-52=-1
-3X+y-2z=7
2X—-3y+z2=-12

PAU CAT CCSS SET 2007 S3.2 (Solucié: PAUCCSS pag. 212)

1.15
Resoleu el sistema d’equacions segiient:
X+y+z=1
2x+3y—-4z=9
X—y+z=-1

PAU CAT CCSS JUNY 2005 S4.1 (Soluci6: PAUCCSS pag. 146)

1.1.6 Exercici del Youtube 3
Resol el sistema

2x—-5y+3z=4
X—-2y+2=3
SX+y+7z=11

Solucié: https://youtu.be/IxX9hDgfNulA (Susi Profe)

1.1.7 Exercici del Youtube (en anglés) @ =&
Resol el seglient sistema, de forma matricial:

X+y+2z=10
3x+2z=19
3X+2y+4z=27

Solucié: https://youtu.be/11HsX1lgpRI (mathbff)



http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
https://youtu.be/Ix9hDqfNuIA
https://youtu.be/1IHsX1lgpRI

1.1.7

La classificacio de los “AutosLocos” (Exemple de sistema sobredeterminat)

= 1 First Place Finish
= 1 Second Place Finish
= 1 Third Place Finish

s TheSag Bthes can sumon 3
\ cos e OQ@S
Gravel Slag v | ,a/:mg:m: ﬂﬂg?@@@ﬂa

Rutus Ruffcut
and Sawtooth

Dick Dastardly | crens srogetiers and .
and Muttiey.

et 0

e

Amb la informacié de la imatge,
determina els punts que
s’obtenen amb una medalla:

Blava 0 (primera posicio),

Groga @ (segona posicio)

Taronja ° (tercera posicio).



1.1.9 Exercici del Youtube =
Resol el seglent sistema (SCD)

X—2y=2
X—y+z=1
X+y+z2=3

Solucié: https://youtu.be/k051go8Gsm4  (Xavi Mates)

f . L
https://francis.naukas.com/2009/07/17/la-tortuosa-historia-del-metodo-de-
eliminacion-de-gauss-para-resolver-sistemas-lineales/

1.1.10 Exercici del Youtube 3
Resol el seglent sistema:

2X+y+3z=16 3X—y+z=3

a) X+y-2z=-5 b) 12x—y+z=-2 (SCI)
3X+2y—-z=3 2X—-2y+2z=1

Solucié: https://youtu.be/kKK1iLzbFDw (IESCampus IESCampus)
1.1.11

Resolucio de sistemes.
3X—-2y+z2=9 2X+Yy—27=-8 3X+y+z=8

a) {X+y+2z=8 b) 12x+2y+3z=0 c) 15x—-2y+3z=5
—-2X-y+5z=-5 X+y-3z2=-9 —-2X+y—-4z=-7
2X+y+z=-4 2X+y+22=2 4X+3y+2=-2

d) 43x+5y+z=-1 e) \3x+y+z=-3 f){5x+4y+z=-3
SX+4y—-2=2 3x—4y-z=9 —-5X-5y+2z=3

1.1.12

Resolucio de sistemes.
—-7x+2y-32=-5 6x+3y—-8z=-11 Ox+7y—-2z=-5

a) <4x+5y+8z=14 b) {x+10y+5z2=-5 c) {2x—-4y—-9z=7
X+5y+6z=9 2X—-2y—-T71z=-12 -7x-y+z=-10
9x+8y+5z2=-9 —6Xx+2y+z2=-12 (9x-5y—-4z=1

d) 4-9x—-4y+2=3 e) «7x-2y-9z=1 f)<{—x-9y+z=14
-8x+3y+10z=-5 8x—-5y+5z=10 —-2x-10y+4z=-6



https://youtu.be/k051qo8Gsm4
https://francis.naukas.com/2009/07/17/la-tortuosa-historia-del-metodo-de-eliminacion-de-gauss-para-resolver-sistemas-lineales/
https://francis.naukas.com/2009/07/17/la-tortuosa-historia-del-metodo-de-eliminacion-de-gauss-para-resolver-sistemas-lineales/
https://youtu.be/kKK1iLzbFDw

1.1.13 Exercici del Youtube @
2X—y+3z2=7
X+4y+2=12
—X+3y—-52=-2

Solucié: https://www.youtube.com/watch?v=5wK7R7vWUSc (Pildoras mateméticas)

1.1.14 Exercici del Youtube &3

2X+Yy+2=6 X+y+z=-1 2x—-3y—-z2=9
a) \3x—y-3z=-2 b) {x+3z=-5 C) «3x—4y—-4z=8
X+y—-22=-2 3X+2y—-z=5 4x+2y—-2=12

Solucid: https://www.youtube.com/watch?v=OATgDPpHkTk (Pildoras matematicas)

1.1.15 Exercici del Youtube &3

2X-3y+z2=7
X+2y—-z=-3
-3X+y+2z=0

Solucid: https://youtu.be/1Fi8G46FyMM (Joan Miquel Villard)

1.1.16 Exercici del Youtube &3

3Xx—-2y+5z=-1
X+y—-2z2=3
-2x+y-4z=0

Soluci6: https://youtu.be/yNdRgloaxHO (Gominol Tree Matematicas)

1.1.17 Exercici del Youtube 3

X+y—-2=9
y+3z2=3
—-X—-22=2

Solucié: https://youtu.be/ZjO7LZIPT8w (Mateméticas con Juan)

1.1.18 Exercici del Youtube @3

X+2y+2=7
3X+y+z=5
2X+3y—-2=3

Solucié: https://youtu.be/iMCkKatlAw8 (MatematicasprofeAlex)



https://www.youtube.com/watch?v=5wK7R7vWUSc
https://www.youtube.com/watch?v=OATgDPpHkTk
https://youtu.be/1Fi8G46FyMM
https://youtu.be/yNdRgloaxH0
https://youtu.be/ZjO7LZJPT8w
https://youtu.be/iMCkKatIAw8

—
Els sistemes 3x3 s’apliquen a la determinacio de funcions paraboliques:

Apartat 4.4 del llibre de Funcions:
http://www.toomates.net/biblioteca/Funcions.pdf

—
Els sistemes 3x3 s’apliquen a la resolucio de funcions parametritzades amb

derivades.
Apartat 4.10 del llibre de Calcul:
http://www.toomates.net/biblioteca/Calcul.pdf



http://www.toomates.net/biblioteca/Funcions.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Calcul.pdf

1.2 Sistemes compatibles indeterminats.

El métode de Gauss serveix també per resoldre sistemes compatibles
indeterminats. Veurem que, amb aquest métode, el conjunt de solucions quedara
en funci6 d’una de les incognites, normalment la z, 1 per aixo aquest metode es
diu “métode de la z lliure”.

1.2.1 Exercici resolt.

2X—-3y+4z=5
Resol el sistema: y-2z=7
0z=0

Soluci6:

PAS 1, PAS 2, PAS 3: El sistema és ja triangular superior, no cal fer-los.

PAS 4.
La tercera equacio no condiciona en absolut el valor de z: Qualsevol
nombre multiplicat per 0 déna 0. Per tant, direm que la z és lliure. La
resta de incognites dependran del valor que prengui la z:

PAS 5:
Aillem la y de la segona equacio:
y-22=7T=3y=7+21=y= 7222

PAS 6:

Aillem la x de la primer equacio:

2x—3y+4z:5:>2x—3(7Jr22

j+4z:5:>2x—(7+22)+4z:5

= 2X—17-22+47=5=2X-7+271=5=2X=54+7-21=2x=12-2z2
12-27 2(6-2)
2 2

= X =6-12

Aquest sistema t¢ infinites solucions, perque depenen d’una variable z que és

liure:
X=6-12
_T1+2z
Y=73
z1=12

En efecte, anem donant valors a z i per obtenir valors peray i x:
z=0—->y=5/3,x=3
z=1->y=3,x=5
z2=2->y=11/3,x=4
z=3—>y=13/3,x=3
z=-1->y=5/3,x=7
... per cada valor de z obtenim una solucio diferent del sistema...



1.2.2 Exercici resolt.
X+2y-3z=16
Resol el sistema: {6x -y-18z =-8
-4x +3y+12z =24

Solucio:

X+2y-3z=16
Després d'aplicar Gauss resulta: -13y  =-104

0=0
. e . . ., | X+2y-3z2=16
Hem d'eliminar I'dltima fila, que no aporta cap informacio:
-13y  =-104
Fem la z lliure:
. o Cs . _ —-104

Aillem y i veiem que si esta determinada: -13y=-104 = y= ST 8

Aillem la x i veiem que depén del valor de z:

X+2y—-32=16=>%Xx+2-8-32=16=>x%x=16-16+32=32

X =3z
Les infinites solucions del sistema sén de la forma: <y =8
z lliure

Només cal anar donant valors a z per obtenir solucions diferents:
z=1={x=3,y=8z=1}
7=2={x=6,y=8,2=2}
7=3={x=9,y=8,z=3}

Es tracta d'un sistema amb infinites solucions, és a dir, un Sistema Compatible
Indeterminat (SCI).

1.2.3 Exercici del Youtube =2
Resol el seglient sistema, amb el metode de la z lliure:

X—y+3z=4
2X—-y—-2=6
3x-2y+2z2=10

Solucié: https://youtu.be/ERUAPI-jrHO (Mates con Andrés)



https://youtu.be/ERUAPI-jrH0

1.2.4 Exercici del Youtube @
Intenta resoldre el segiient sistema d’equacions:

4Xx+y+22=0
2x+y=0
X+z=0
Solucid: https://youtu.be/U7XBujtstUU
1.2.5 Exercici del Youtube @
Resol el sistema seguent:
x—3y+7z=10
5x—y+z=8

Xx+4y-10z=-11

Solucié: https://youtu.be/3S7Lx7cIN8Q (Susi Profe)

1.2.6 Exercici del Youtube &
Resol el segiient sistema (SCI)

X—y+2z=1
-X-22=2
2X—-2y+4z71=2

Solucié: https://youtu.be/DpNvT2Cz7ys (Xavi Mates)

1.2.7 Exercici del Youtube @
Resol el seglent sistema (SI)

2X—Yy+2=5
-X+2y=3
X+y+z=4

Solucié: https://youtu.be/7QGZH88-ms4 (Xavi Mates)

1.2.8
Considereu el sistema

X—-y+2=3
2X+y—-2z=1
—-X+4y-52=-8

a) Comproveu que té infinites solucions. Determineu-les.
b) Determineu, si és possible, una solucio en qué la suma de les tres incognites
sigui 5.

PAU CAT CCSS JUNY 2011 4.5


https://youtu.be/U7XBujtstUU
https://youtu.be/3S7Lx7c9N8Q
https://youtu.be/DpNvT2Cz7ys
https://youtu.be/7QGZH88-ms4

1.2.9
Donat el sistema d’equacions segiient:

X+5y+2z=2
2X+4y+z=4
X—y—-2=2

a) Determineu-ne la solucié general, en funci6 de z.
b) Calculeu la solucio particular segons la qual z = 2.

PAU CAT CCSS JUNY 20105.1

1.2.10
Considereu el sistema d’equacions segiient:

3X-y+2z=0
X—2y+z=0
X+3y=0

a) Expliqueu, raonadament, quantes solucions té.
b) Trobeu una solucié amb z=5.

PAU CAT CCSS SET 2009 1.4

1.2.11
Discutiu i, si escau, resoleu el sistema segient:

4Xx+6y—-8z=2
6x+9y—-12z=3
X+2y+2z=10

PAU CAT CCSS SET 2004 5.4

1.2.12
Resol el seglent sistema:

2x+3z2=-1
3x—-2y-2z=5
5x+2y+14z=-9

1.2.13
En una botiga, per comprar 2 jaquetes i una brusa ens cobren 200 €. Si tornem a
la botiga i comprem una jaqueta, uns pantalons i tornem la brusa, ens cobren
100 €. Expressa el preu dels pantalons i de les bruses en funci6 del de les
jaquetes.



1.2.14
Tres nombres, X, y i z, compleixen dues condicions: que el primer és la suma
dels altres dos, i que el segon és la suma de la meitat del primer i el doble del
tercer.
a) Comproveu que el calcul dels tres nombres, X, y i z, té una infinitat de
solucions.
b) Trobeu una expressio general de les solucions.

PAU CAT TEC SET 2016 1.2

1.2.15
En Joan ha comprat a la papereria 5 boligrafs, 3 llibretes i 2 llapis, i ha pagat en
total 13.80€. La Paula s’ha gastat en total 14,50€ per la compra de 3 boligrafs, 4
llibretes i 3 llapis, i en Ramir, 13,10€ per 7 boligrafs, 2 Ilibretes i un llapis. Es
pot calcular el preu de cada article?

1.2.16 Exercici del Youtube @3

X+y—-22=-5
2X+y+2=06
3X+2y-z=1

Solucid: https://www.youtube.com/watch?v=woEbHHCP20Oc (Pildoras matematicas)

1.2.17 Exercici del Youtube @3

6X+2y+z=1 —X+2=3
a) <Xx+3y+z=2 b) {2y+2z=0
S5x—y=-1 X+3y+2z=-3

Solucid: https://www.youtube.com/watch?v=Y-RzqgorGr-0 (Pildoras matematicas)

1.2.18 Exercici del Youtube =
Resol els segiients sistemes:

X—2y+z=0 X—2y+z2=0
a) «3x+y-z=0 b) <3x+y-z=0
X—-3y-2z=0 5Xx-3y+z=0

Solucid: https://youtu.be/41bQZC78imc (Mates con Andrés)

—
Els Sistemes Compatibles Indeterminats es poden interpretar des d'un punt de
vista geometric com a interseccié de dos plans en I'espai.

Vegeu l'apartat 6.2 del Llibre de Geometria Lineal.

El "métode de la z lliure" és el metode per trobar I'equacié parameétrica de la
recta determinada per la interseccio de dos plans.

Vegeu l'apartat 2.6 del Llibre de Geometria Lineal



https://www.youtube.com/watch?v=woEbHHCP2Oc
https://www.youtube.com/watch?v=Y-RzqorGr-0
https://youtu.be/4lbQZC78imc
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaLineal.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaLineal.pdf

1.3 Estudi de sistemes amb el métode de Gauss.

Estudiar o discutir un sistema consisteix a esbrinar el nombre de solucions que
tindra, és a dir, classificar-lo dins d'una de les segiients categories: Sistema
compatible determinat (1 solucid), sistema compatible indeterminat (infinites
solucions) o sistema incompatible (sense cap solucid).

El metode més simple per a estudiar un sistema és intentar resoldre’l i veure que
passa. Als apartats anteriors hem vist qué passa quan apliquem el métode de
Gauss a un sistema compatible determinat o compatible indeterminat. Vegem ara
que passa quan apliquem el métode de Gauss a un sistema incompatible:

Exercici resolt.

3X-2y+z=1
Resol el sistema: 2y—-3z=4
0z=5

Solucié:

La tltima equaci6 és una incompatibilitat: Es impossible que un nombre
multiplicat per zero doni 5. Direm que aquest sistema és incompatible, i no té
cap sentit intentar aillar la resta d’incognites.

Teorema de Rouché-Frobenius (Versio simplificada per sistemes triangulars)

Apliquem el métode de Gauss al sistema i observem com queda el sistema
triangular superior equivalent.

La clau la tenim a la tercera equacio:
Si és com 3z =5 llavors és determinat > SCD

Fins i tot si hi haa la dreta un zero: 3z=0=z2 :%:O

Si és com 0z =5 llavors és incompatible—> Sl
Si és 0z =0 llavors és indeterminat-> SCI

Compatible Determinat (S.C.D.) #ox x| *
# * *
# *
Compatible Indeterminat (S.C.1.) #ox x| (#x x| x
4 *|=| Otambe 0 olo
00 0|0
Incompatible (S.1.) A
# * *
0|#
On: # vol dir qualsevol nombre menys el zero i
* vol dir qualsevol nombre, inclos el zero.




13.1

1.3.2

(Un de cada) Estudia i resol en el cas que sigui compatible:

X+y—-z=1 X+y+3z=2 X+2y+4z=3
a) 12x+3y+z2=-2 b) § 2x+3y+4z=1 C) 12x+4y+8z=1
SX—-y+2z=4 —2X-y-8z=-7 -y+z=-2

(Un de cada) Estudia i resol en el cas que sigui compatible:

Xx—2y=1 3X+2y+8z=4 2X+5y—-6z=11
a) 12x+5y+3z=-1 b) {x+y+z=1 C) {Xx+y—-2z=3
8Xx—-4y—-z=-6 2Xx+3y—-3z=1 2Xx+8y -8z =15



1.4 Millores al métode de Gauss.

Simplificacio d'equacions.
Observa la segona equacio del seguent sistema:
Ix -3y +2z =-8
Ox +7y -7z =21
Ox +10y -3z =44
Es pot simplificar dividint-la per 7:

Ix -3y +2z :—8F c Ix -3y +2z =-8
0x +7y -7z =21 = d0x +ly -1z =3
Ox +10y -3z =44 Ox +10y -3z =44

Intenta simplificar les equacions sempre que puguis. Recorda que has de dividir
tots els nombres de la fila, incloent-hi el terme independent.

Pivotatge.
El metode de Gauss és molt més facil si el pivot és 1 (pero no és
imprescindible).
Abans de comencar podem intentar intercanviar files i columnes per moure un
coeficient 1 fins a la cantonada superior esquerra del sistema.

Pivotatge de files:
33X +2y -5z =39
Suposem que hem de resoldre el sistema {2x -4y +5z =-28
X +3y -2z =30

Inicialment, el pivot és un 3, pero podem intercanviar les files 1 i 3:
3Xx +2y -5z =39 e | X +3y -2z =30

2x —4y +57 =-28 = {2x -4y +5z =-28
X +3y -2z =30 3x +2y -5z =39

Pivotatge de columnes:
3X +2y +z =-1
Suposem que hem de resoldre el sistema 12X —4y +5z =11
5 -3y +2z =17

L’unic 1 que hi ha al sistema esta a la primera fila pero a la tercera columna.
Afortunadament, 1’intercanvi de columnes també és una transformacié valida:

3X +2y +12 =—1C1 R +2y +3x =-1
2x -4y +5z =11 = {52 -4y +2x =11
5x -3y +2z =17 2z -3y +5x =17

Atencid! No es pot pivotar amb la columna de termes independents (la de la
dreta, la que no porta lletres)



Pivotatge doble.

Podem combinar el pivotatge de files amb el pivotatge de columnes per moure

qualsevol 1 fins a la cantonada superior esquerra del sistema. Per exemple, al
sistema seglent:

2x -3y -2z =-9
-3x -2y +z =3
5x -2y +3z =-1

2x =3y -2z =—9C®C -2z -3y +2X =—9F®F z -2y -3x =3
-3x -2y +z =3 =<z -2y -3 =3 =>4-2z -3y +2x =-9
5k -2y +3z =-1 3z -2y +5x =-1 3z -2y +5x =-1

Solucié: x=-1,y=1,2=2

Representaciéo matricial d’un sistema.
El metode de Gauss és molt mecanic. De fet, les lletres només ens fan nosa i
podriem fet tots els passos sense escriure-les.

-2X +3y =2 -2 3 0 ]2
3y +y -2z =4 = 3 1 -2|4
5x -2y +z =3 5 -2 13

Observa que la tercera i quarta columna estan separades per una linia vertical.
Aguesta linia ens indica que la quarta columna, la dels termes independents, és
especial, i no es pot intercanviar amb les altres.

Recorda que has d’escriure tots els coeficients zeros:
Si no hi ha lletra > el coeficient és 0.
Si ha lletra perd no hi ha coeficient - el coeficient és 1.



1.5 Problemes PAU amb resolucio de sistemes 3x3.
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Uns estudiants de batxillerat han programat un full de calcul com el de la figura
segiient que dona la soluci6 d’un sistema d’equacions compatible determinat
d’una manera automatica:

Lberationsans +/ (10 [+ N C S A-@- = == = T

4 X y z sistema: COMPATIBLE DETERMINAT
. ‘ 12 1] -6 ‘ [x=1]

[y==2]
10 [ z=3]

a) Escriviu el sistema i comproveu que els valors proposats com a solucié sén
correctes.

b) Quin valor s’hauria de posar en lloc del 2 que esta emmarcat en la imatge,
corresponent a la cel-la E8 (a33 de la matriu de coeficients), perque el sistema fos

incompatible?
PAU CAT TEC JUNY 2018 1.6

Sabem que el vector (2, 1, —1) és una solucid del sistema
ax+by+cz=a+c
bx—y+bz=a-b-c
cx—by+2z=Db

Calculeu el valor dels parametres a, b i c.
PAU CAT TEC JUNY 2013 4.1

Considereu un sistema qualsevol de dues equacions amb tres incognites.
Responeu raonadament a les qliestions seglents:
a) Es possible que el sistema considerat sigui compatible determinat?

b) Pot ser incompatible?
PAU CAT TEC JUNY 20105.1

En la resolucio pel metode de Gauss d’un sistema de tres equacions amb tres
incognites ens hem trobat amb la matriu segient:

3 -5 2 |-5
0 0 0]O
0 3 -6|6

a) Expliqueu, raonadament, quin és el caracter del sistema inicial.

b) Si és compatible, trobeu-ne la solucio.
PAU CAT TEC JUNY 2009 4.4



1.5.6

1.5.7

1.5.8

159

1.5.10

Considereu un sistema de dues equacions amb tres incognites.
a) Pot ser incompatible?
b) Pot ser compatible determinat?

Raoneu les respostes.
PAU CAT TEC SET 2008 4.3

En un sistema hi ha, entre d’altres, aquestes dues equacions:
X+2y-3z=512x +t4y -6z =-2

Queé podeu dir de les solucions del sistema?
PAU CAT TEC SET 2005 3.1

La matriu ampliada d’un sistema d’equacions lineals, un cop reduida pel métode
de Gauss, és

o O -
o N
o N

o — O

a) El sistema, és compatible o incompatible? Raoneu la resposta.

b) En cas que sigui compatible resoleu-lo.
PAU CAT TEC JUNY 2004 1.1

Considereu el sistema d'equacions
ax+y+z=a+l
2X—-y+az=a+2
X-y+z=4

on a és un parametre.
Six=1,y=-1,z=2és unasolucio, quin és el valor del parametre a?

PAU CAT TEC JUNY 2003 5.4

Donat el sistema d'equacions
3X—-2y + 2
2X—-3y + 2

)

a) Afegiu-hi una equacio lineal de manera que el sistema resultant sigui
incompatible.

b) Afegiu-hi una equacid lineal de manera que el sistema resultant sigui
compatible indeterminat. Resoleu el sistema que s'obtingui.

PAU CAT TEC JUNY 2000 1.3



1511

1.5.12

15.13

a) La matriu ampliada d’un sistema de tres equacions amb tres incognites €s

0 0 1|1
0 -1 110
5 2 -210

Justifiqueu, sense resoldre’l, si el sistema ¢és incompatible, compatible
indeterminat o determinat.

b) Considereu ara la matriu d’un altre sistema de tres equacions amb tres
incognites:

2 1 0|3
1 0 1|2
11 -1]|1

Justifiqueu si és incompatible o compatible i, en aquest darrer cas, resoleu-lo.

PAU CAT CCSS SET 2016 1.4

Sigui el sistema d’equacions

X—y+z=0
3X+4y—-52=6
X—y=2

a) Justifiqueu si és compatible determinat.
b) Resoleu el sistema format per les dues primeres equacions.

PAU CAT CCSS JUNY 2016 3.3

Digueu si un sistema de dues equacions amb tres incognites pot ser
incompatible. Justifiqueu la resposta i, si escau, exemplifiqueu-ho.



1.6 Estudi de sistemes que depenen de parametres amb Gauss.

Un sistema depenent d’un o més parametres és un sistema d’equacions en el qual
algun coeficient s’ha amagat darrera d’una lletra.

Per estudiar (discutir) un sistema primer el triangularitzem i després:

Si els elements de la diagonal no son zero: SCD
Si algun element de la diagonal és zero: S’ha d’estudiar (SCI o SI).

lx+2y+3z=4
5x+6y+7z=8
Ox+10y+11z=12

En primer lloc hem de
TRIANGULARITZAR EL SISTEMA

(Ax+1y+2z=3
+4z=5
@&=p

Hem d'estudiar que passa quan els
elements de la diagonal sén zero

1.6.1 Exercici del Youtube @3
Discutiu el sistema

6x+3y+3kz=3
kKx+2y—-z=-2
y-3z=-3

Solucid: https://youtu.be/kIWAnkzOIlbo (Unicoos)

1.6.2 Exercici del Youtube 23
Discutiu el sistema

X+y+kz=1
kx+(k-1)y+z=Kk
X+y+z=k+1

En aquest problema es demana resoldre el sistema en funcié de k, que és un bon exercici d’algebra.

Solucié: https://youtu.be/RGchECmelFk (Mates con Andrés)



https://youtu.be/klWAnkzOIbo
https://youtu.be/RGchECmeIFk

1.6.3 Exercici del Youtube @
Estudia, amb el métode de Gauss, el segiient sistema en funcio dels valors del
parametre Kk:

X—=2y+z=1
2X+Yy—-3z=2
kx—y-2z=3

Solucid: https://youtu.be/sWoX1UJ7hyw (Matematica con el Profe Sergio)

1.6.4 Exercici del Youtube &
Estudia, amb el métode de Gauss, el segiient sistema en funcio dels valors del
parametre K:
X—2y—7=-2
—-2Xx—az=2
y+az=-2
b) Resol el sistemapera a=4.

Solucié: https://youtu.be/i372RSV1zuw (No todo es matematicas)

' . N .
El metode de Gauss no és una bona tactica per a estudiar sistemes molt farcits de

parametres. Es molt més practic el métode del determinant, que s’estudiara a
I’apartat 1.9

- 1
1.6.5
Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real
p:
pX+y+z=2
2X+ py+ p°z=1
2X+y+2=2
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre p.
b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas p = 2.
PAU CAT TEC JUNY 2021 2.2 (Solucié: PAUTEC pag. 650)
1.6.6

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real
a

X+2y+az=8

2Xx+y—-az=1

3x-3az=1
a) Comproveu que, per a qualsevol valor del parametre a, el sistema d’equacions
lineals no te solucio.

b) Interpreteu geometricament el sistema d’equacions lineals. Feu un dibuix
esquematic que representi la posicio relativa dels tres plans.

PAU CAT TEC JUNY 2021 5.5 (Soluci6: PAUTEC pag. 667)



https://youtu.be/sWoXIUJ7hyw
https://youtu.be/i372RSV1zuw
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

1.6.7

1.6.8

1.6.9

1.6.10

Considereu el sistema d’equacions lineals segilient, que depén del parametre real
k:

X+ky+z=3+k

kx+y+z=4

X+3y+z=5

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas k = 1, i feu-ne una interpretacio
geometrica.

PAU CAT TEC SET 2021 1.1 (Solucié: PAUTEC pag. 688)

Considereu el sistema d’equacions lineals segilient, que depen del parametre real
k:

Sx+y+4z=19

kx+2y+8z=28

5x+y-kz=23+k

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas k = 0.

PAU CAT TEC JUNY 2020 #2

Considereu el sistema d’equacions lineals segilient, que depen del parametre real
k:
X+3y+2z=-1
x+k?y+3z =2k
3X+7y+7z2=k-3
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
b) Resoleu el sistema per al cas k = —1.

PAU CAT TEC JUNY 2019 1.2 (Solucié: PAUTEC Pag. 530)

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real
a:

X+y+2=3
X+y-z=1
2X+ay=2a

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.
b) Resoleu el sistema per al cas a = 1.

PAU CAT TEC SET 2018 3.2


http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

1.6.11

1.6.12

1.6.13

1.6.14

1.6.15

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

X+y+z2=3
X+y—-z=1
2X+ay = 2a

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre real a.

b) Resoleu el sistema per al cas a = 2.
PAU CAT TEC SET 2017 2.3

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre A:
AX+y-2=0
y+2z=10
2AX—-Yy+5142=30

a) Estudieu per a quins valors del parametre A el sistema €s incompatible.

b) Resoleu el sistema per al cas L = 1.

PAU CAT TEC JUNY 2017 1.1

Sabem que el sistema d’equacions lineals segiient té una tinica solucio:

Xx+ay=1
Xx+az=1
y+z=a

a) Comproveu que a # 0.
b) Trobeu la soluci6 del sistema en funcié del parametre a.

PAU CAT TEC JUNY 2017 1.4

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:
2X+4y+4z =4k -7
2x—ky=-1
-2x=k+1

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre real k.

b) Resoleu el sistema per al cas k = 0.
PAU CAT TEC JUNY 2016 3.1

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:

—-3x+2y+3z2=0

(a-2)y-3z=0

-X-y+(-a-3)z=0
a) Calculeu per a quins valors del parametre a el sistema t€ més d’una solucio.
b) Resoleu el sistema per al cas a = -3.

PAU CAT TEC JUNY 2015 2.1



1.6.16

1.6.17

1.6.18

1.6.19

La matriu de coeficients d’un sistema d’equacions lineals homogeni ¢és

-1 2 3
A=l 2 1-a 0
4 1 2a+2

a) Per a quins valors del parametre a el sistema té una sola solucié? Quina s
aquesta solucio unica?
b) Resoleu el sistema si a=2.

PAU CAT TEC JUNY 2013 5.2

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:
X+y-32=2
2X+ay—-5z=2a+3
2x—-3y+(a-2)z=9
a) Calculeu el valor o els valors del parametre a per al qual o per als quals el

sistema és compatible indeterminat.

b) Quantes solucions té aquest sistema quan a=—3?
PAU CAT TEC SET 2012 4.3

Analitzeu, segons els valors del parametre k, el caracter (és a dir, si €s
compatible o no i si és determinat o no) del sistema d’equacions segiient:

2X+y—z=k-4
(k-6)y+3z=0

(k+D)x+2y=3
PAU CAT TEC JUNY 2011 4.4

Donat el sistema d’equacions lineals :
X+2y—-z=-1
2X+y+z=4

X-y+(p-3)z=5

a) Estudieu-ne el caracter (és a dir, si és compatible o0 no i si és determinat o no)
en funcio del parametre p.

b) Comproveu que si p#5 la solucio del sistema no depen del valor d’aquest
parametre.

PAU CAT TEC JUNY 20101.2



1.6.20

1.6.21

1.6.22

1.6.23

Hem escalonat la matriu ampliada d’un sistema d’equacions lineals, A-X=b, i
hem obtingut:

1 -2 3|2
(Alb)~|0 a+2 1 |-1
0 0 a-1|3

a) Discutiu aquest sistema en funcié del parametre a.
b) Resoleu-lo quan a= 2.

PAU CAT TEC JUNY 2010 4.4

Considereu el sistema d’equacions segiient:
2x+y—(a-1)z=4
X-2y+z2=-4
4x—(a+l)y+z=-2a

a) Discutiu-lo en funcio del parametre a.

b) Resoleu-lo quan sigui compatible indeterminat.

c) En el cas de I’apartat anterior, trobeu una soluci6 del sistema en qué X, y i z
tinguin valors enters.

PAU CAT TEC JUNY 2008 5.5 (Problema)

Discutiu el sistema seguent en funcié del parametre p.
X+2y+2=5
2X+ py+2z2=10
px+6y+3z=12

PAU CAT TEC JUNY 2007 1.6 (Primera part)

Esbrineu si el sistema seguient pot ser compatible indeterminat per a algun valor
del parametre m.

X+3y+2z=0
2X+4y+3z2=0
X+y+mz=0
Es incompatible per a algun valor de m?

PAU CAT TEC JUNY 2006 1.2



1.6.24

1.6.25

1.6.26

1.6.27

Considereu el sistema d’equacions
px+7y+8z=1370
X+Yy+2=200
7X+ py+8z=1395
a) Discutiu-lo en funcio del parametre p.
b) £ lai . - I ol si .

hcompatible.
c) Resoleu el sistema per a p=6.

PAU CAT TEC SET 2006 4.6

De tres nombres, X, y, z, sabem el seglient: que el primer més el segon sumen 0;
que el primer més el tercer sumen 1; que la suma de tots tres és O i, per acabar,
que el primer multiplicat per un nombre k més el doble de la suma del segon i
del tercer dona 1.

a) Que podeu dir del valor de k?

b) Quant valen els tres nombres?

PAU CAT TEC JUNY 2005 4.5 (Problema)

Donat el sistema
y+z=2
—-2X+y+z=-1
(2-2m)x+(2m-2)z=m-1
on m és un parametre:

a) Discutiu el sistema segons els valors de m;
b) Resoleu els casos compatibles;

PAU CAT TEC JUNY 2004 3.5

Per a quin o quins valors del parametre real A el sistema d’equacions
X+2y+(A+2)z=0
X+(24)y+3z2=9
2X—2=4

és compatible i indeterminat?

PAU CAT TEC JUNY 2003 2.4



1.6.28

1.6.29

1.6.30

1.6.31

1.6.32

Se sap que el sistema d'equacions
X+y—az=-2
2X+y-8z=-1
-X—-2y+10z=5

té més d'una solucio.

Calculeu a i-digueu-guina-és-la-interpretacio-geometrica-gque-té-el-conjunt-de

PAU CAT TEC JUNY 2000 3.3

Resoleu el sistema seguient per als valors de k que el facin compatible
X+2y=3
2x—y=1
4x+3y =Kk
PAU CAT TEC JUNY 1999 1.1

Discutiu el sistema d’equacions
ax—y+2z=2-a
2Xx+3y—-z=-3a

X+2y—z=-2a

segons els valors del parametre a.
PAU CAT TEC SET 1998 5.4

Expliqueu qué vol dir que un sistema d'equacions lineals sigui compatible i qué
vol dir que sigui indeterminat. Poden haver-hi sistemes gque siguin a la vegada
incompatibles i indeterminats? Digueu finalment per a quins valors del
parametre a el sistema d'equacions seguent és indeterminat, i per a quins valors
de a es incompatible:

a’x+y=0
X+3y+z=a
-X+y+z=1
PAU CAT TEC SET 1997 4B.4

Considereu el sistema d’equacions segiient:
X—2y+3z=3
-X+y+2z=1
7x-10y+z=a

a) Digueu per a quins valors del parametre a el sistema és incompatible.
b) Resoleu el sistema per al valor de a per al qual el sistema és compatible, i
trobeu-ne una solucid entera.

PAU CAT CCSS JUNY 2009 4.4



1.6.33
Considereu el sistema d’equacions segiient:

X+y+2=5
2X+3y+2=3
ax+10y+z=2

a) Trobeu els valors de a per als quals el sistema no és compatible determinat.
b) Trobeu el valor de a per al qual el valor de x és 2. Determineu també els
valors de y i de z en aquest cas.

PAU CAT CCSS JUNY 2008 2.4
1.6.34
Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:
X+y+3z=Kk
2y+2=0
x+3y+k’z=2
a) Discutiu el sistema en funcio6 del parametre k.
b) Determineu la solucio del sistema per al valor de k que fa que el sistema sigui
indeterminat.
c) Trobeu la soluci6 per a k= 1.
PAU CAT CCSS SET 2008 4.5
1.6.35
Discutiu en funcio del parametre a el sistema segient:
X+y+z2=5
oX+y-z=11
3X—-y+az=2
PAU CAT CCSS SET 2006 4.2
1.6.36

Discutiu en funcio del parametre p el sistema d’equacions lineals de matriu
ampliada

1 3 -218
0 p+5 7 |5
0 0 p-1/0

PAU CAT CCSS JUNY 2006 1.3



1.6.37
Discutiu en funcio6 del parametre m el sistema d’equacions segiient:

X+y+mz=1
X+y—2=2

En el cas que sigui possible doneu també la solucio.

PAU CAT CCSS JUNY 2006 3.3

1.6.38
En estudiar un sistema lineal dependent del parametre k pel métode de Gauss,
hem arribat a la matriu ampliada seguent:
3 -2 1]8
0 k-2 5 |12
0 0 k-1|0
Discutiu el sistema en funcid del parametre k.
PAU CAT CCSS JUNY 2004 1.2
1.6.39
Determineu per a quin valor del parametre A el sistema segiient:
X—3y+52=2
2Xx—4y+2z=1
5x-11y+9z=21
és compatible i, en aquest cas, resoleu-lo.
PAU CAT CCSS SET 2002 1.3
1.6.40

Quins valors del parametre a fan que el sistema segiient sigui compatible i
determinat? Hi ha algun valor per al qual sigui compatible i indeterminat?

2x—3y+5z2=3
6Xx—-y—z=4
y+az=1

PAU CAT CCSS SET 1999 2.1



1.7 Problemes PAU CCSS que es resolen amb sistemes d’equacions (1).

1.7.1
L’empresa d’esports aquatics DiverAqua ofereix tres tipus d’activitats: esqui
aquatic, caiac i moto aquatica. El preu per sessio i client de cadascuna d’aquestes
activitats ¢és de 40 € per I’esqui aquatic, 20 € pel caiac 1 60 € per la moto
aquatica. Sabem que avui DiverAqua ha venut 45 sessions en total. També
sabem que el nombre de clients que han escollit esqui aquatic és el triple dels
que han escollit una sessio de caiac. La recaptacié total del dia ha estat de 1.700
€.
a) Plantegeu un sistema d’equacions lineals que reculli tota aquesta informacio.

b) Quantes persones han dut a terme cadascuna de les tres activitats?
PAU CAT CCSS SET 2023 2.1 (Solucié: PAUCCSS pag. 653)

1.7.2
En Robert ha fet tres proves d’una assignatura. Fent la mitjana aritmeética de les
notes obtingudes en cadascuna de les tres proves li ha quedat una nota global de
6. En Robert sap que la nota de la tercera prova ha estat igual que la mitjana
aritmética de les notes de les altres dues proves.
a) Amb aquesta informacio, pot saber alguna de les tres notes? En cas afirmatiu,
de quina prova i quina seria la nota obtinguda?
b) La professora li diu que ha estat molt irregular i que si només es tinguessin en
compte les notes de les dues darreres proves hauria obtingut una mitjana de 7.

Quina nota ha obtingut en cada prova?
PAU CAT CCSS JUNY 2023 #3 (Solucio: PAUCCSS pag. 631)

1.7.3
En Marti explica a en Marcel que I’altre dia, quan va agafar I’autocar per anar de
Barcelona a Tarragona, I’autocar es va espatllar just a la meitat del trajecte. Des
d’aquest punt va anar caminant fins a la poblacié més propera, de manera que va
fer a peu una vintena part del total del trajecte. Alla va agafar un taxi fins a
Tarragona, i diu que va fer 5 quilometres més en autocar que en taxi.
a) Plantegeu i resoleu un sistema d’equacions per a calcular quants quilometres
va fer en Marti en autocar, a peu i en taxi.
b) Si ’autocar anava a 100 km/h, en Marti va caminar a 5 km/h i el taxi anava a

90 km/h, quant temps va tardar a fer tot el trajecte?
PAU CAT CCSS SET 2022 3.2 (Solucié: PAUCCSS pag. 607)

1.7.4 Exercici del Youtube 3
A T’institut d’en Marti han elaborat tres tipus diferents de rams de roses per a
vendre el dia de Sant Jordi. L’opcid classica consisteix en una rosa i una espiga.
L’opcid de ram petit esta formada per tres roses 1 dues espigues. I, finalment,
I’opci6 de ram gran consisteix en mitja dotzena de roses i tres espigues. Tots els
rams (siguin de I’opci6 que siguin) porten un bonic embolcall. Sabem que s’han
utilitzat 200 roses, 135 espigues i 85 embolcalls.
a) Quants rams s’han elaborat de cada tipus?
b) Si el preu de venda d’un ram de 1’opci6 classica és de 3 euros, el d’un ram
petit és de 5 euros i el d’un ram gran és de 10 euros, quants diners s’ingressaran

Si es venen tots?
PAU CAT CCSS JUNY 2022 2.1 (Solucié: PAUCCSS pag. 581)

(Solucié: https://youtu.be/3s6mM9oev4s?si=CxdOvIMdhWIsXINh&t=86 )



http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
https://youtu.be/3s6mM9oev4s?si=CxdOv9MdhWlsX9Nh&t=86

1.75

1.7.6

1.7.7

1.7.8

1.7.9

La Filomena fa una festa i convida els amics a menjar un pastis. Ha anat a la
botiga i ha comprat una dotzena d’ous, una bossa de farina d’ametlla i un paquet
de sucre moré. La festa ha estat un exit i decideix repetir la trobada i tornar a fer
el pastis. Torna a la botiga i compra una altra dotzena d’ous i1 dues bosses de
farina d’ametlla. Perd un cop a casa s’adona que no té gens de sucre. Torna a la
botiga i compra un paquet de sucre more¢ i també una altra dotzena d’ous. La
primera compra li va costar 6 €, la segona 6,5 € i la darrera 3,5 €.

a) Plantegeu un sistema d’equacions amb les dades del problema.

b) Calculeu el preu d’una dotzena d’ous, el d’una bossa de farina d’ametlla i el

d’un paquet de sucre more.
PAU CAT CCSS SET 2021 1.2 (Soluci6: PAUCCSS pag. 559)

En una festa familiar s’han reunit 20 persones. Si comptem el total d’homes i
dones junts, observem que n’hi ha el triple que de nens. A més, sabem que, si hi
hagués assistit una dona més, el nombre de dones hauria estat igual que el
nombre d’homes.

a) Plantegeu un sistema d’equacions per a esbrinar quants homes, quantes dones
i quants nens van assistir a la festa.

b) Resoleu el sistema de 1’apartat anterior i interpreteu-ne el resultat.

PAU CAT CCSS JUNY 2021 2.3 (Soluci6: PAUCCSS pag. 529)

Fem dues proves de consum de combustible a un vehicle: en la primera, el
vehicle recorre 200 km per carretera i 100 km per ciutat, i consumeix un total de
17 litres, mentre que en la segona recorre 300 km per carretera i 50 km per
ciutat, i consumeix 17,5 litres. Suposant que els consums mitjans per carretera i
per ciutat son sempre constants:

a) Quin és el consum mitja per 100 km en cada una de les dues proves?

b) Quants litres consumira el mateix vehicle si en una tercera prova recorre 400

km per carretera i 150 km per ciutat?
PAU CAT CCSS JUNY 2021 5.5 (Solucié: PAUCCSS pag. 539)

Un venedor d’una llibreria de vell cobra, a més a més d’un sou fix, diferents
comissions depenent del tipus de llibre que ven. Cobra 1 € per cada comic, 1,5 €
per cada revista 1 2 € per cada novella. Ahir, va vendre el doble de revistes que
de novelles i 5 comics menys que revistes, i va aconseguir en total una comissio
de 30 €. Quantes publicacions va vendre de cada tipus?

PAU CAT CCSS JUNY 2020 #1 (Solucié: PAUCCSS pag. 458)

Un triatl6 consta de tres segments que cal realitzar consecutivament practicant
tres modalitats d’esport diferents: natacio, ciclisme 1 cursa a peu. La distancia
total que es recorrera en el triatld és de 75 km. Sabem que el recorregut en
bicicleta és igual a quatre vegades la distancia que cal recorrer nedant i corrent
conjuntament. Sabem també que si sumem 3 km a la distancia que es fa corrent
ens dona el mateix que cinc vegades el recorregut que es fa nedant. Determineu

la distancia recorreguda en cada modalitat.
PAU CAT CCSS SET 2020 #5 (Soluci6: PAUCCSS pag. 487)


http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

1.7.10

1.7.11

El supermercat Minipreu fa una oferta de pots de melmelada, ampolles d'aigua
mineral i paquets de sal. Un senyor va comprar 2 pots de melmelada, 4 ampolles
d'aigua i 1 paquet de sal, i va pagar 20 €. Un altre senyor va comprar 1 pot de
melmelada, 2 ampolles d'aigua i va tornar un paquet de sal que estava en males
condicions, 1 va pagar 7 €. Una senyora va comprar 3 ampolles d'aigua i va
tornar 2 paquets de sal, i va pagar 2 €. Quant valia cada pot de melmelada, cada
ampolla d'aigua i cada paquet de sal?

PAU 1994/5/A

En un estudi de mercat, 500 participants han tastat tres cafés diferents, presentats
com a producte A, producte B i producte C, i han escollit quin dels tres els ha
agradat més. Sabem que el producte B ha estat escollit pel doble de persones que
el producte A i que el producte B I’han escollit 32 persones més que els
productes A i C junts. Calculeu quantes persones han escollit cada producte.

PAU CAT CCSS JUNY 2019 1.1 (Solucié: PAUCCSS pag. 429)
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1.8 Problemes PAUCCSS que es resolen amb sistemes d’equacions (I1).

1.8.1

1.8.2

1.8.3

1.8.4

En tres sortejos consecutius de la Lotto 6/49 hi ha hagut 51 persones que han
encertat els 6 numeros de la combinacié guanyadora en algun dels tres sortejos.
El nombre de persones que van encertar la combinacié guanyadora en el tercer
sorteig és la meitat del total de persones que la van encertar en els dos primers
sortejos junts. També sabem que el nombre de persones que van encertar la
combinaci6 guanyadora en el primer sorteig supera en 11 el total de persones
que van encertar-la en el segon i en el tercer sortejos junts. Amb aquestes dades,
calculeu quantes persones van encertar la combinacio guanyadora de la Lotto
6/49 en cada un dels tres sortejos.

PAU CAT CCSS SET 2019 5.4 (Solucié: PAUCCSS pag. 437)

En Pol va quedar ahir amb uns amics en un bar i van prendre 4 refrescos, 3
entrepans 1 5 boles de gelat. Tot plegat els va costar 19,50 €. Dies enrere, havia
anat al mateix bar amb el seu cosi Marti, i per 2 refrescos, 1 entrepa i 2 boles de
gelat havien pagat 8,10 €. En aquest bar tots els refrescos valen el mateix, tots
els entrepans tenen el mateix preu i les boles de gelat es venen també a preu
anic.

a) Avui en Pol hi ha tornat amb uns altres amics i han pres 6 refrescos, 5
entrepans i 8 boles de gelat. Expliqueu raonadament quant han pagat en total.
b) Si 1 refresc, 1 entrepa i 1 bola de gelat costen 5,10 €, quant val el refresc,
I’entrepa i la bola de gelat separadament?

PAU CAT TEC SET 2018 1.3 (Soluci6: PAUCCSS pag. 410)

Tenim unes quantes monedes d’un euro distribuides en tres piles. Passem dotze
monedes de la tercera pila a la segona i, a continuacio, en passem deu de la
segona pila a la primera. Un cop fet aixo, les tres piles tenen la mateixa quantitat
de monedes.

a) Amb aquestes dades, podem determinar la quantitat de monedes que hi havia
inicialment en cada pila? Raoneu la resposta.

b) Esbrineu la quantitat de monedes que hi havia inicialment a cada pila si
sabem que en total hi ha 51 monedes.

PAU CAT CCSS JUNY 2017 1.4 (Soluci6: PAUCCSS pag. 392)

La Maria té el doble de diners que en Pol i la Julia junts. En Pol té la sisena part
de diners que la Maria. La Julia té el doble de diners que en Pol. La Maria té el
triple de diners que la Julia.

a) Amb aquestes dades, podem saber quants diners tenen cadascun d’ells?
Trobeu el conjunt de solucions possibles.

b) Si en Pol té 35 €, quants diners tenen la Maria i la Julia?

PAU CAT CCSS SET 2016 1.1(Solucié: PAUCCSS pag. 384)
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1.8.5

1.8.6

1.8.7

1.8.8

1.8.9

La butlleta guanyadora d’una loteria esta formada per tres nombres. Sabem que
la suma del primer i el segon excedeix en dues unitats el tercer; que el primer
nombre menys el doble del segon és deu unitats menor que el tercer, i que la
suma dels tres nombres és 24. Quina és la butlleta guanyadora?

PAU CAT CCSS JUNY 2016 3.5

En resoldre un sistema lineal de tres equacions amb tres incognites, X, y i z, hem
trobat que les solucions compleixen les condicions seguents:

- La suma de les solucions és 6.

- La segona és la mitjana aritmeética de les altres dues.

- El valor de la tercera és la suma dels valors de les altres dues.

Escriviu el sistema d’equacions que satisfa les condicions anteriors, resoleu-10 i
indiqueu si és compatible determinat o indeterminat.

PAU CAT CCSS JUNY 2015 2.2

En Pol, la Julia i la Maria han comprat un regal. La Julia ha gastat la meitat de
diners que la Maria, i en Pol n’ha gastat el triple que la Julia.

a) Expliqueu raonadament si amb aquestes dades en tenim prou per a determinar
quant ha gastat cadascun d’ells.

b) Si a més ens diuen que entre tots tres han gastat 63 €, quant ha gastat
cadascu?

PAU CAT CCSS JUNY 2014 3.1

La Julia, en Pol i la Maria han anat a comprar fruita. La Julia ha comprat un
kilogram de pomes, dos de préssecs 1 tres de taronges, 1 ha pagat 9 €. En Pol ha
comprat dos kilograms de pomes i quatre de préssecs, 1 ha pagat 12 €. La Maria,
en canvi, ha comprat quatre kilograms de pomes i dos de taronges, i ha pagat 8
€. Calculeu el preu del kilogram de cada fruita.

PAU CAT CCSS SET 2013 1.2

Una botiga ven llaunes de beguda a 0,6 € la llauna, pero si comprem un paquet
de sis llaunes ens cobren 3 €.

a) Quin ¢s el percentatge d’estalvi en comprar un paquet respecte a la compra de
sis llaunes soltes?

b) En una setmana, la botiga ha venut 240 llaunes i ha ingressat 132,6€. Quants
paquets de sis llaunes ha venut?

PAU CAT CCSS SET 2012 4.3



1.8.10

1.8.11

1.8.12

1.8.13

1.8.14

1.8.15

En Joan, en Pere i en Marc tenen, entre els tres, seixanta-tres anys. Si en Joan
tingués tres anys menys, la seva edat seria el doble de les edats d’en Pere i en
Marc junts. Si en Pere tingués un any més, la seva edat seria la meitat de la d’en
Marc. Quina ¢€s 1’edat actual de cadascun d’ells?

PAU CAT CCSS JUNY 2012 3.6 (Sol. PAUCCSS pag. 319)

Si sumem 2 unitats al denominador d’una fraccio, la nova fraccio val 1 unitat.
En canvi, si sumem 3 unitats al numerador de la fraccid original, la nova fraccio
val 2 unitats. Determineu la fraccié original.

PAU CAT CCSS SET 2010 2.1

En una botiga de queviures hem comprat ampolles d’aigua a 0,5€ cadascuna, de
llet a 1€ i de suc de fruita a 1,5€. En arribar a la caixa ens adonem que portem 40
ampolles, el cost total de les quals és de 38€. També observem que si les
ampolles d’aigua que portem fossin de llet i les de llet fossin d’aigua, la compra
ens sortiria 4€ més barata. Determineu el nombre d’ampolles de cada beguda
gue hem comprat.

PAU CAT CCSS JUNY 20104.1

Un trajecte de 200 km s’ha de fer combinant taxi, ferrocarril 1 autobts. El cost
del taxi és de 5€/km; el del ferrocarril, de 2€/km, i el de 1’autobus, de 3€/km. El
recorregut ens ha costat 500€, per haver fet el doble de kilometres amb
ferrocarril que amb taxi i autobus junts. Determineu les distancies que hem
recorregut amb cada mitja de transport.

PAU CAT CCSS JUNY 2008 2.5

Una persona va a la vinateria i compra tres classes de vi. En total, en compra 20
botelles 1 s’hi gasta 100€. Compra botelles de tres classes, A, B i C, que costen

3€, 7€ i 8€ respectivament. Trobeu el nombre de botelles de cada classe que ha

comprat, sabent que almenys n’ha comprat una de cada classe.

PAU CAT CCSS SET 2007 3.6

Una companyia aéria de baix cost fa vols des de Girona fins a tres ciutats, A, B i
C. Calculeu el preu dels bitllets a cada ciutat amb la informacio seguent: si ven
10 bitllets per anar a la ciutat A, 15 per a la B i cap per a la C, ingressa 925€; si
ven 12 bitllets per a A, 8 per a B i cap per a C, ingressa 760€; si ven 6 bitllets per
aA,5SperaBi8peraC, ingressa 855€.

PAU CAT CCSS JUNY 2007 1.2
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1.8.16

1.8.17

1.8.18

1.8.19

1.8.20

Una marca comercial utilitza tres ingredients A, B 1 C en ’elaboraci6 de tres
tipus de pizzes P1, P2 i P3. La pizza P1 s’elabora amb 1 unitat de A, 2 de B2
de C; la P2 s’elabora amb 2 unitats de A, 1 de Bi 1 de C, i la P3 s’elabora amb 2
unitats de A, 1 de B 12 de C. El preu de venda al public és de 4,80€ per a P1,
4,10 € per a P2 14,90€ per a P3. Sabent que el marge comercial (benefici) és
d’1,60€ en cadascuna, trobeu quant costa cada unitat de A, B i C a la marca

comercial esmentada.
PAU CAT CCSS JUNY 2005 4.6

Tres germans tenen edats diferents, pero sabem que la suma de les edats dels tres
germans ¢és de 37 anys, i la suma de 1’edat del gran més el doble de 1’edat del
mitja més el triple de 1’edat del petit és de 69 anys.

a) Expresseu les edats dels tres germans en funcié de I’edat del germa petit.

b) Es possible que el germa petit tingui 5 anys? | 12 anys? Raoneu la resposta.

c) Calculeu I’edat dels tres germans.
PAU CAT CCSS JUNY 2004 3.6

En un determinat poble es representen tres espectacles que anomenarem E1, E2 i
E3 respectivament, cada un amb un preu diferent.

Calculeu el preu de cada espectacle si sabem el seglient:

— Si assistissim dues vegades a E1, una vegada a E2 i també una vegada a E3 ens
costaria 34€.

— Si anéssim tres vegades a l'espectacle E1 1 una a E2 ens costaria 46,5€.

— En el cas d'assistir només una vegada a cada un dels tres espectacles ens
costaria 21,5€.

PAU CAT CCSS JUNY 2002 3.2

Una empresa fabrica tres models de cotxes: A, B i C. EI model A ha de passar 20
hores en la unitat de muntatge; el model B, 30 hores, i el model C, 10 hores. El
model A ha de passar 10 hores a la unitat d'acabats; el model B, 20 hores, i el
model C, 30 hores. En total s'han produit 14 cotxes. La unitat de muntatge ha
treballat 370 hores i la d'acabats, 290 hores. Quants cotxes de cada tipus s'han
produit?

PAU CAT CCSS JUNY 1998 6.6

Una capsa conté 40 monedes, que son de 50 centims, d’1 € 1 de 2 €. Sabem que
el nombre de monedes de 50 centims que hi ha és el doble que el de monedes de
2 €.

a) Podem saber el nombre de monedes que hi ha de cada tipus? En cas afirmatiu,
calculeu-lo. En cas negatiu, doneu la solucid en funcié d’un parametre.

b) Esbrineu si es pot calcular el valor total, en euros, de les monedes de la capsa.
En casafirmatiu, calculeu-lo.

PAU CCSS JUNY 2022 5.2 (Sol. PAUCCSS pag. 606)
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1.8.21

Una empresa distribueix dos tipus de paquets a les farmacies (A i B). El paquet
de tipus A conté els productes seguents: 5 termometres digitals per infrarojos, 30
mascaretes i 10 tests rapids d’antigens. El paquet de tipus B conté 1 termometre
digital per infrarojos, 15 mascaretes i 20 tests rapids d’antigens. El preu del
paquet de tipus A és de 550 € i el del paquet de tipus B és de 200 €. El preu de
cada producte és el mateix en els dos tipus de paquets.

a) Amb les dades de I’enunciat, és possible trobar el preu d’un termometre, el
d’una mascareta i el d’un test d’antigens? Justifiqueu la resposta plantejant i
classificant un sistema d’equacions. Resoleu el sistema deixant la solucio en
funcio del preu del test d’antigens.

b) Si un test d’antigens costa 4 €, quin sera el preu d’una mascareta? I el d’un
termometre?

PAU CCSS JUNY 2023 5.3 (Sol. PAUCCSS pag. 678)
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1.9 Problemes de sistemes d’equacions amb percentatges.

19.1
Una botiga ven un tipus determinat d’ampolla d’aigua a 70 céntims. Aquesta
setmana fa una oferta de 4x3, és a dir, que si comprem quatre ampolles d’aigua
només en paguem tres. La botiga també ha anunciat que la propera setmana
I’oferta de 4x3 ja no sera vigent, pero, en canvi, aplicara un 20 % de descompte
sobre el total de la compra que facin els clients.
a) Calculeu el preu que haurem de pagar per 4 ampolles d’aigua tant aquesta
setmana com la propera. En lloc d’un 20 %, quin descompte caldria aplicar per a
igualar I’oferta de 4x3?
b) Calculeu, en general, quin descompte caldria aplicar per a igualar una oferta
de m x (m — 1); és a dir, que consisteix a vendre m ampolles d’aigua pel preu de
m — 1 ampolles, en que m és un enter més gran que 1.

PAU CAT CCSS SET 2023 2.6 (Solucié: PAUCCSS pag. 660)

1.9.2
Una empresa de productes lactis va ingressar 1’any passat un total d’1.800.000 €
per les vendes de formatges. Les exportacions a la Unié Europea van aportar
tants ingressos com les vendes en 1I’ambit estatal i les exportacions a paisos
extracomunitaris juntes. Aquest any I’empresa ha ingressat 1.950.000 € i sabem
que les vendes estatals han disminuit un 5 %, les exportacions a la Unié Europea
han augmentat un 15 % i les exportacions a paisos extracomunitaris han
augmentat un 10 %. Determineu les quantitats que va ingressar per cada
concepte (vendes en I’ambit estatal, exportacions a la Uni6 Europea i
exportacions a paisos extracomunitaris) 1’any passat, i tamb¢ les quantitats que
ha ingressat aquest any.

PAU CAT CCSS JUNY 2021 5.3 (Soluci6: PAUCCSS pag. 536)

193
Un inversor ha obtingut un benefici de 1.500 € després d’invertir un total de
40.000 € en tres empreses diferents. Aquests beneficis es desglossen de la
manera segiient: la quantitat invertida en I’empresa A li ha reportat un 2 % de
beneficis, la quantitat invertida en I’empresa B, un 5 %, i la quantitat invertida
en I’empresa C, un 7 %. Els diners invertits en ’empresa B han estat els
mateixos que en les altres dues empreses juntes. Quina va ser la quantitat
invertida en cada una de les tres empreses?

PAU CAT CCSS SET 2018 3.3 (Soluci6: PAUCCSS pag. 420)
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194

1.9.5

1.9.6

1.9.7

1.9.8

Un grup inversor vol invertir 6.000 euros en lletres, bons i accions que tenen una
rendibilitat del 10 %, del 8 % i del 4 %, respectivament. Tenint en compte que
vol obtenir una rendibilitat global del 7 %:

a) Trobeu la quantitat que ha d’invertir en lletres i en bons en funcié de la
quantitat invertida en accions. Quins valors pot prendre la quantitat invertida en
accions sabent que les quantitats invertides en cadascun dels productes han de
ser sempre més grans o iguals que zero?

b) Quant ha d’invertir en cadascuna de les tres opcions si vol invertir en lletres
tant com en els altres dos productes junts?

PAU CAT CCSS SET 2017 2.4

Una persona decideix invertir un total de 60.000 €, repartits entre tres entitats
d’estalvi diferents: A, B i C. Aquesta persona decideix que la quantitat invertida
a I’entitat A sigui la meitat de la quantitat total invertida a les entitats Bi C. A
més, sabem que I’entitat A 1i ha assegurat una rendibilitat del 5%; I’entitat B,
una rendibilitat del 10%, i I’entitat C, una rendibilitat del 2%. Calculeu les
quantitats invertides a cada entitat d’estalvi si sabem que aquest inversor
obtindra uns beneficis totals de 4.200€.

PAU CAT CCSS SET 20155.1

He anat a una botiga i he decidit comprar uns pantalons, una camisa i unes
sabates. Si faig la compra avui, em costara tot plegat 120 €. A més, actualment,
la camisa i les sabates costen, plegades, el doble dels pantalons.

Si m’espero una setmana, els pantalons i les sabates tindran un descompte del 20
%, mentre que la camisa només tindra un descompte del 10 %. D’aquesta
manera, pagaré 99 €. Quin és el preu inicial de cada article?

PAU CAT CCSS JUNY 20133.1

El propietari d’un bar ha comprat refrescos, cervesa 1 vi per un total de 5.000€,
sense impostos. El vi val 600€ menys que els refrescos i la cervesa plegats. Si
tenim en compte que pels refrescos ha de pagar un IVA del 6%, per la cervesa
un del 12% i pel vi un del 30%, aleshores la factura total, amb els impostos
inclosos, puja a 5.924€. Calculeu quant ha pagat, sense IVA, per cada classe de
beguda.

PAU CAT CCSS SET 201454

Una empresa compra tres immobles per un valor total de 2 milions d’euros. En
vendre’ls, espera obtenir uns guanys del 20%, del 50 % i del 25%,
respectivament, que li reportaran uns beneficis totals de 600 000 euros. En el
moment de posar-los a la venda, pero, aconsegueix uns guanys del 80%, del
90% i del 85%, respectivament, cosa que li reporta uns beneficis totals d’1,7
milions d’euros. Quant havia pagat per cada immoble?

PAU CAT CCSSJUNY 20111.1



1.9.9

1.9.10

19.11

1.9.12

1.9.13

Una botiga ha venut 225 Ilapis de memoria de tres models diferents, que
anomenarem A, B i C, i ha ingressat un total de 10500€. El llapis A costa 50€, i
els models B i C son, respectivament, un 10% i un 40% més barats que el model
A. La suma total de llapis venuts dels models B i C és la meitat que la de Ilapis
venuts del model A. Calculeu quants exemplars s’han venut de cada model.

PAU CAT CCSS JUNY 2010 1.3

Un botiguer compra deu televisors i sis equips de musica. D’acord amb el preu
marcat hauria de pagar 10480€. Com que paga al comptat, li fan un descompte
del 5 % en cada televisor i del 10% en cada equip de musica, i només ha de
pagar 9842€. Quin ¢és el preu marcat de cada televisor i de cada equip de
musica?

PAU CAT CCSS JUNY 2009 4.2

Fa un any, una persona va invertir 12000€ en accions de tres empreses, que
anomenarem A, B i C. Ara, les accions de I’empresa A han augmentat de valor
en un 25%, les de I’empresa B han augmentat en un 10% i, en canvi, les de
I’empresa C han perdut un 15% del seu valor. Si ara vengués totes les accions,
no obtindria ni perdues ni beneficis. Sabent que va invertir en les accions de
I’empresa C el mateix que en les altres dues juntes, calculeu la quantitat de
diners que va invertir en accions de cada empresa.

PAU CAT CCSS JUNY 2009 3.6

Una persona va invertir 6000€ comprant accions de dues empreses, A 1 B. Al
cap d’un any, el valor de les accions de I’empresa A ha pujat un 5 % i, en canvi,
el valor de les accions de I’empresa B ha baixat un 10 %. Tot 1 aix0, si vengués
ara les accions guanyaria 150€. Determineu quants diners va invertir en accions
de cada empresa.

PAU CAT CCSS SET 2008 4.2

Tres entitats financeres, A, B i C, ofereixen, respectivament, per a diposits
superiors a 2000€, un interés anual del 2%, 3% 1 k% (que no coneixem). La
Joana, en Manel i en Dani decideixen invertir els estalvis en aquestes entitats
durant un any. Sabem que si tots ho fessin a I’entitat A, obtindrien en total uns
beneficis de 164€; pero si la Joana optés per A, en Manel per C i en Dani per B,
obtindrien 192€; finalment, si la Joana i en Manel es decidissin per B i en Dani
per C, obtindrien 218€.

a) Escriviu un sistema d’equacions que descrigui la situacio.

b) Sense resoldre el sistema, determineu la quantitat total de diners invertida
entre les tres persones.

¢) Trobeu, si existeix, un valor de k per al qual hi hagi infinites solucions.
Resoleu el sistema per a aquest valor de k, i doneu-ne tres solucions diferents.

PAU CAT CCSS JUNY 2007 1.6



1.9.14

1.9.15

1.9.16

1.9.17

1.9.18

La despesa mensual en salaris d’una empresa de 36 treballadors €s de 54.900€.
Hi ha tres categories de treballadors que indicarem A, B i C. El salari mensual
d’un treballador de la categoria A és de 900€, el d’un de la B és de 1.500€ i el
d’un de la C és de 3.000€ . Sense acomiadar ningt1, I’empresa vol reduir la
despesa salarial en un 5%. Per fer-ho ha rebaixat un 5% el salari de la categoria
A,un4% el delaBiun 7% el de la C. Esbrineu quants treballadors hi ha de
cada categoria.

PAU CAT CCSS JUNY 2006 3.6

La Joana i la Merce tenien 20000€ cadascuna per invertir. Cadascuna d’elles fa
la mateixa distribucio dels seus diners en tres parts P, Q i R, i les porta a una
entitat financera. Al cap d’un any, a la Joana 1i han donat un 4% d’inter¢s per la
part P, un 5% per la part Q i un 4% per la part R i a la Mercé li han donat un 5%
per la part P, un 6% per la part Q i un 4% per la part R. La Joana ha rebut en
total 850 € d’interessos, mentre que la Merce n’ha rebut 950€. De quants euros
constava cadascuna de les parts P, Q i R?

PAU CAT CCSS JUNY 2004 3.5

Un videoclub esta especialitzat en pel-licules de tres tipus: infantils, oest america
i terror. Se sap que:

El 60% de les pel-licules infantils més el 50% de les de I'oest representen el 30%
del total de les pel-licules.

El 20% de les infantils més el 60% de les de I'oest més del 60% de les de terror
al representen la mitat del total de les pel-licules.

Hi ha 100 pel-licules més de I'oest que d'infantils.

Troba el nombre de pel-licules de cada tipus.

Una botiga ha venut 600 exemplars d’un videojoc per un total de 6384€. El preu
original era de 12€, pero també ha venut copies defectuoses amb descomptes del
30% i del 40%. Si sabem que el nombre de copies defectuoses venudes va ser la
meitat del de les copies en bon estat, calcula a quantes copies se’ls va aplicar el
30% de descompte.

Un magatzemista disposa de tres tipus de cafe: el tipus A de 9.8 €/kg; el B de
8.75 €/kgiel C de 9.5 €/kg. Vol fer una mescla amb els tres tipus de 10.5 kg a
9.40 €/kg. Quants quilos de cada tipus ha de mesclar si ha de posar el doble del
tipus C que dels tipus A i B?



1.9.19

1.9.20

19.21

1.9.22

Un hipermercat comenca una campanya d’ofertes. En la primera, ofereix un
descompte d’un 4% en un cert producte A, un 6% en un producte B i un 5% en
el producte C. Dues setmanes despres, comenga una nova campanya,
descomptant un 8% sobre el preu inicial de A, un 10% sobre el preu inicial de B
i un 6% sobre el preu inicial de C.

Sabem que si un client compra durant la primera oferta un producte A, dos
productes B i tres productes C, estalvia 16 euros respecte del preu inicial. Sabem
també que si compra tres productes A, un producte B i cinc productes C en la
segona oferta, 1’estalvi és de 29 euros. Finalment, sabem que si compra un
producte A, un producte B i un producte C, sense cap tipus de descompte, ha de
pagar 135 euros.

Determineu el preu de cada producte abans de les ofertes.

Juan decideix invertir 12000 euros en borsa, comprant accions de tres empreses
diferents: A, B i C. Inverteix en A el doble que en B i C juntes. Passat un any,
les accions de I’empresa A han donat un 4% de benefici, les de B un 5% de
benefici i les de C han donat unes pérdues del 2%. Com a resultat de tot plegat,
Juan ha obtingut un benefici de 432.5 euros. Determina els euros que va invertir
en cada empresa.

Una agencia immobiliaria té tres locals en lloguer, pels quals ha cobrat en total
1.650 euros en aquest mes. L’agéncia ha pagat al propietari del primer local el
95% de la quantitat que ha cobrat pel lloguer; al propietari del segon local, el
90% de la quantitat que ha cobrat pel lloguer; i al propietari del tercer local, el
80% de la quantitat cobrada pel lloguer. Després d’aquests tres pagaments, a
I’agencia li han quedat 132 euros de guany. Se sap també que el lloguer que es
cobra pel primer local és el doble de la suma del que es cobra pel lloguer dels
altres dos locals junts. Quants euros cobra 1’agéncia per cadascun dels tres locals
que té en lloguer?

En una empresa de 57 treballadors la despesa en salaris en aquest mes ha sigut
de 62000 euros. En I’empresa hi ha treballadors de tres categories, denominades
A, Bi C. Aquest mes el salari dels treballadors de la categoria A ha sigut de 800
euros, el dels treballadors de la categoria B de 1000 euros i el dels treballadors
de la categoria C de 2000 euros. Una auditoria externa ha indicat que la
desigualtat salarial entre els treballadors de I’empresa és excessiva, per la qual
cosa s’ha decidit que el mes vinent s’incrementara en un 4% el salari als
treballadors de la categoria A, es mantindra el salari als treballadors de la
categoria B i es rebaixara en un 10% el salari als treballadors de la categoria C.
D’aquesta manera, la despesa de I’empresa en salaris en el mes vinent sera un
2% inferior a la despesa en salaris d’aquest mes. Quants treballadors de cada
categoria té I’empresa?



1.9.23

1.9.24

1.9.25

1.9.26

Una empresa de mobles disposa de tres fabriques que produeixen un model de
sofa determinat. El mes passat es van fabricar un total de 1.260 unitats d’aquest
model i sabem que la segona fabrica va produir tants sofas com les altres dues
juntes.

a) Amb aquesta informacid, podem determinar quants sofas va produir
cadascuna de les fabriques? Justifiqueu la resposta. A continuacid, calculeu,
només amb aquesta informacio, quants sofas va produir la segona fabrica.

b) També sabem que un 10 % dels sofas produits per la primera fabrica, un 30 %
dels produits per la segona i un 20 % dels produits per la tercera eren de color
gris, 1 que en total es van fabricar 284 sofas d’aquest color. Trobeu quants sofas
va produir cada fabrica el mes passat.

PAU CAT CCSS JUNY 2024 1.2 (Solucio: PAUCCSS pag. 729)

Una inversora vol invertir el seu capital en un banc especialitzat en
criptomonedes que ofereix diferents diposits amb els interessos seguents:

- BTC (bitcoin): 15 % anual.

- ETH (ether): 10 % anual.

- LNK (link): 13 % anual.
La inversora vol invertir la mateixa quantitat en bitcoins que entre les altres dues
criptomonedes juntes i vol obtenir un rendiment anual global d’un 13 %.
a) Quina ha de ser la relacié entre la inversié en ethers i en links?
b) Si sabem que la inversio total sera de 150.000 €, quina quantitat invertira en

cada criptomoneda?
PAU CAT CCSS SET 2024 3.2 (Sol. PAUCCSS pag 753)

Fa un any una societat de capital de risc va invertir 100000 euros en accions de
tres empreses, que anomenarem A, B i C. Ara, les accions de I’empresa A han
augmentat de valor en un 50 %, les de I’empresa B han augmentat en un 10 % i,
en canvi, les de I’empresa C han perdut un 15 % del seu valor. Si la societat ara
vengués totes les accions obtindria 102000 euros. Sabem que va invertir en les
accions de I’empresa C el mateix que en les altres dues juntes. Calculau la
quantitat de diners que la societat va invertir en accions de cada empresa.

PAU Balears 2022

Para poder llevar a cabo la Gltima obra que le han encargado, una empresa de
construccidn necesita adquirir 400 kg de cemento, 150 kg de ladrillos y 120 kg
de azulejos. Antes de hacer la compra del material consulta precios en dos
suministradores, A y B. El suministrador A le ofrece un precio de venta total de
9800 €. El suministrador B, que esta en liquidacion, le ofrece importantes
descuentos. En concreto, baja el precio del cemento a la mitad del que le ofrece
el suministrador A, el del ladrillo a una tercera parte y el del azulejo a una cuarta
parte, lo que supone un ahorro de 6400 € con respecto al precio total de venta
ofrecido por el suministrador A. Se sabe, ademas, para el suministrador A, que el
precio del kg de azulejo es el doble de la suma de los precios del cemento y los
ladrillos.

Cantabria 2022 Junio


http://www.toomates.net/biblioteca2/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

1.9.27

1.9.28

Una tienda de electrodomeésticos ha vendido 750 televisores de tres modelos
diferentes, A, B 'y C. Los ingresos totales obtenidos han sido de 230 400 euros.
El precio de venta del modelo A era de 320 euros; el del modelo B, un 20 % mas
barato que A; y el del C, un 10 % mas caro que A. Ademaés, de Ay C se han
vendido, en total, el doble de unidades que de B. Calcula cuantas unidades se

han vendido de cada modelo de televisor.
Cantabria 2020 Junio

Analizamos en un comercio los precios de tres articulos A, B y C. El producto
A, es de primera necesidad y tiene un tipo superreducido de IVA del 4 %; el
producto B es de alimentacion y tiene un tipo reducido de IVA del 10% y el
articulo C es un pequefio electrodoméstico cuyo tipo de IVA es del 21 %. El
precio total sin IVA de la compra de 1 articulo A de primera necesidad, 2
productos B de alimentacion y 5 pequefios electrodomésticos C es de 483 €.
Mientras que el total de IVA correspondiente a la compra de 100 articulos de
primera necesidad A, 10 productos de alimentacion B y 100 pequefios
electrodomésticos C, es de 1954 €. Ademas, se sabe que el precio sin IVA del
pequefio electrodoméstico es igual al precio sin IVA de cuatro articulos de
primera necesidad mé&s ocho articulos de alimentacion. Calcula los precios a la
venta de los tres articulos, teniendo en cuenta que el precio a la venta es el precio

con IVA incluido.
Madrid 2025 (Modelo)

1.9.29 Exercici del Youtube &3

1.9.30

Una marca de vehiculos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos,
negros y rojos. El 60% de los coches blancos més el 50% de los coches negros
representan el 30% de los coches vendidos. EI 20% de los coches blancos junto
con el 60% de los coches negros y el 60% de los coches rojos representan la
mitad de los coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros mas que

blancos. Determina el niimero de coches vendidos de cada color.
Andalucia 2023

https://youtu.be/Sgdd62HOzPc (profesorl0demates)

La suma de la inversién en acciones de una empresa textil, una empresa de gas y
una compariia de telefonia es de 7400€. Las acciones de la empresa textil pagan
un 2% de interés anual, las de la empresa de gas un 4% y las de la compafiia de
telefonia pagan un 5%. La suma del interés anual es de 278€. La inversion en
acciones de la compaiiia de telefonia es de 1000€ menos que la suma de la
inversion en acciones de la empresa textil y las acciones de la compafiia de gas.
a) Plantear un sistema lineal que permita calcular la cantidad invertida en cada
una de las acciones.

b) Calcular la cantidad invertida en cada una de las acciones.

¢) ¢Podemos calcular el capital invertido en cada una de las acciones si
cambiamos la

tercera condicion por “el doble de la inversion en acciones de la compaiiia de
telefonia es de 2000€ menos que la diferencia de la inversion en las acciones de

la empresa textil y las acciones de la compaiiia de gas™?
Arag6n 2012


https://youtu.be/Sgdd62HOzPc

1.9.31

1.9.32

En un teatro hay tres tipos de localidades, que llamaremos A, B y C. Las del tipo
A cuestan 24 euros, las del tipo B cuestan 20 euros y las del tipo C cuestan 15
euros. El teatro tiene una capacidad de 400 butacas de las cuales se han vendido
el 80%. En total se han recaudado 5.940 euros. Sabiendo que se han vendido el
doble de localidades del tipo B que del tipo A. ¢ Cuantas localidades de cada tipo
se han vendido?

Pais Vasco 2016

Un autobds transporta 60 viajeros de tres tipos. Hay viajeros que pagan el billete
entero, que vale 1,2 euros. Otro grupo de viajeros abona el 80% y un tercer
grupo abona el 50%. La recaudacion del autobus fue de 46,56 euros. Calcular el
namero de viajeros de cada clase sabiendo que el nimero de los viajeros con
mayor descuento es el doble que el nimero del resto de viajeros.

Pais Vasco 2017

1.9.33 Exercici del Youtube &3

1.9.34

1.9.35

Una marca de vehiculos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos,
negros y rojos. El 60% de los coches blancos mas el 50% de los coches negros
representan el 30% de los coches vendidos. El 20% de los coches blancos junto
con el 60% de los coches negros y el 60% de los coches rojos representan la
mitad de los coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros mas que
blancos. Determina el nimero de coches vendidos de cada color.

Andalucia 2023
https://youtu.be/Sgdd62HOzPc (profesorl0demates)

En una tienda de ropa se liquidan los pantalones que han quedado sin vender en
la temporada. Los hay de tres tipos: A, sin defecto, todos al mismo precio de 20
euros; B, con defecto no apreciable, con una rebaja del 20% sobre el precio de
los anteriores y C, con defecto apreciable, con una rebaja del 60% sobre el
precio de los que no tienen defecto. Hay 70 pantalones para vender. El precio
total de todos ellos es de 1280 euros, y los que tienen defecto suponen el 40% de
los que no lo tienen. ¢ Cuantos pantalones hay de cada clase?

Canarias Extraordinaria 2021 B4

En un centro educativo se imparten ensefianzas de ESO, Bachillerato y Ciclos
Formativos. Si sumamaos el 20% del alumnado de ESO, con el 20% del
alumnado de Bachillerato y el 40% del alumnado de Ciclos Formativos se
obtienen 42 alumnos mas que el 20% del alumnado total del centro. Asimismo si
sumamos el nimero de alumnos de ESO maés la mitad de los de Ciclos
Formativos obtenemos 40 alumnos menos que el total de matriculados en
Bachillerato. Si el centro tiene en total 1115 alumnos, hallar el nmero de
matriculados en cada tipo de ensefianza.

Canarias. Julio 2019. PRUEBA B. 4


https://youtu.be/Sgdd62HOzPc

1.9.36

En el presupuesto de una corporacion publica, las partidas dedicadas a inversion
en proyectos de interés comunitario, gastos de funcionamiento (personal y
corrientes) y gastos sociales (acciones culturales, educativas y sociales) suman
125 millones de euros. La inversion en proyectos es el 56,25% del resto de lo
presupuestado y, por cada 9 millones dedicados a gastos sociales, hay 11
dedicados a gastos de funcionamiento. ;Cudles son las cantidades asignadas a
cada partida?

Canarias. Junio 2017. PRUEBA A. 4



1.10 Meés problemes de sistemes d’equacions.

1.10.1

1.10.2

1.10.3

Una empresa instal-la cases prefabricades de tres tipus: A, B i C. Cada casa de
tipus A necesita 10 hores de paleta, 2 de fontaneria i 2 d’electricista. Cada casa
de tipus B necesita 15 hores de paleta, 4 de fontaneria i 3 d’electricista. Cada
casa de tipus C necesita 20 hores de paleta, 6 de fontaneria i 5 d’electricista. Si
I’empressa vol dedicar 270 hores de treball de paleta, 68 de fontarneria i 58
d’electricista, Quantes cases de cada tipus en podra contruir?

RSCLS i Associats fabrica tres tipus de computadora personal: Cicld, Ciclop i
Cicloide. Per armar una Cicld es necessiten 10 hores, altres 2 per provar els seus
components i 2 hores més per a instal-lar els seus programes. EI temps requerit
per a la Ciclop és 12 hores en el seu acoblament, 2,5 per provar-la i 2 hores per a
instal-lar-la. La Cicloide, la més senzilla de la linia, necessita 6 hores d’armat,
1,5 hores de prova i 1,5 hores d’instal-lacio. Si la fabrica d’esta empresa disposa
de 1560 hores de treball per mes per armar, 340 hores per provar i 320 hores
pera instal-lar, quantes PC de cada tipus pot produir en un mes?

La mitjana de les temperatures en les ciutats de Nova York, Washington DC i
Boston fou de 88°F durant cert dia d’estiu. A Washington fou 9° major que la
mitjana de les temperatures de les altres 2 ciutats. A Boston fou 9° menor que la
temperatura mitjana en les altres 2 ciutats. Quina fou la temperatura en cada
ciutat?

1.10.4 Exercici del Youtube 3

El cajero de un banco sélo dispone de billetes de 10, 20 y 50 euros. Hemos
sacado 290 euros del banco y el cajero nos ha entregado exactamente 8 billetes.
El numero de billetes de 10 euros es el doble del de 20 euros. Plantee y resuelva
el sistema de ecuaciones lineales asociado a este problema para obtener el
namero de billetes de cada tipo que nos ha entregado el cajero.

PAU ANDALUCIA CCSS 2006

Soluci6: https://youtu.be/BZ9t4dcgASuc (Javier Delgado - Seletube)

1.10.5 Exercici del Youtube 3

Los tres modelos existentes de una marca de automaoviles cuestan 12.000, 15.000
y 22.000 euros, respectivamente.

Un concesionario ha ingresado 1.265.000 euros por la venta de automaviles de
esta marca. ¢ Cuantos coches ha vendido de cada modelo si del mas barato se
vendieron tantos como de los otros dos juntos y del mas caro la tercera parte de
los coches que cuestan 15.000 euros?

PAU Madrid CCSS Junio 2007

Soluci6 : https://youtu.be/cXRBVWNhIwO (Mates con Andrés)



https://youtu.be/BZ9t4cqA5uc
https://youtu.be/cXRBVWNhlw0

1.10.6

1.10.7

1.10.8

1.10.9

Un banco invirtio 2 millones de euros en tres empresas diferentes, A, By C. Lo
que invirtié en A era el doble de lo que invirtié en B. Al cabo de un afio, la
rentabilidad de la operacion ha sido del 10%. Las acciones de la empresa A han
aumentado su valor un 10%, y las de B, en un 30%. Si las acciones de la
empresa C han perdido un 10% de su valor, ¢qué cantidad se invirtio en cada
empresa?

Solucid: https://youtu.be/8duRh2_Bzak (profesorl0demates)

En una botiga de fruita hem comprat pomes a 0.5 euros cadascuna, alvocats a 1
euro i pinyes a 1.5 euros la peca. En arribar a la caixa ens adonam que portam 70
peces de fruita, el cost total de les quals és de 68 euros. També observam que si
les pomes que portam fossin alvocats i els alvocats fossin pomes, la compra ens
sortiria 4 euros més barata. Determinau el nombre de peces de cada fruita que
hem comprat.

PAU Balears 2021

Un comerciant ven tres tipus de rellotges, A, B i C. Els rellotges de tipus A els
ven a 300€; els de tipus B, a 600€, i els de tipus C, a 200€. En un mes determinat
va vendre 200 rellotges en total. Si la quantitat dels que va vendre aquest mes de
tipus B va ser igual als que va vendre de tipus A i tipus C conjuntament, calculau
quants rellotges va vendre de cada tipus si la recaptacio d’aquest mes va ser de
89.000¢€.

PAU Balears 2017

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una
red social. Si Jimena perdiera el 25% de sus seguidores todavia tendria el triple
de seguidores que Sara. Ademas, la mitad de los seguidores de Sara mas la
quinta parte de los de Cristina suponen la cuarta parte de los seguidores de
Jimena. Calcule cuantos seguidores tiene cada una de las tres amigas.

PAU Madrid 2021

1.10.10

La aerolinea “Air”, para cada uno de sus vuelos, ha puesto a la venta 12 plazas
de clase Preferente (P), a 250 euros cada una, 36 plazas de Clase Turista (T), a
150 euros cada una, y 72 plazas de Clase Economica (E), a 100 euros cada una.
Se sabe que ha vendido el 90% del total de las plazas, recaudando un importe de
13800 euros.

a) Determine el nimero total de plazas vendidas.

b) Sabiendo que se han vendido el triple de plazas de clase (T) que de clase (P),
obtenga el nimero de billetes vendidos de cada clase y cuanto dinero se ha
recaudado de cada clase.

PAU Madrid 2019


https://youtu.be/8duRh2_Bzak

1.10.11

En una obra, para transportar la tierra extraida para la construccion de los
cimientos de un edificio, se usan tres tipos de camiones diferentes: A, By C. Los
camiones de tipo A tienen una capacidad de 14 toneladas, los de tipo B, 24
toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Habria que traer un camién mas de
tipo A para igualar al nimero de camiones restantes. EI 10% de la capacidad de
todos los camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor tonelaje.
Hoy, realizando un unico viaje cada camién a méxima capacidad, se han
extraido de la obra 302 toneladas de tierra.

a) ¢ Cuantos camiones hay de de cada clase?

b) ¢Cuéanta tierra ha sido transportada hoy por los camiones de cada tipo?

PAU Madrid 2023

1.10.12

Se quiere construir un invernadero para el cultivo de semillas con ambiente
controlado de temperatura, humedad y composicion del aire. El aire que hay que
suministrar debe contener un 78% de nitrégeno, un 21% de oxigeno y un 1% de
argon.

a) Si la capacidad del invernadero es 2000 litros, determine cuantos litros de
nitrégeno, cuantos de oxigeno y cuantos de argdn son necesarios.

b) Para suministrar el aire se dispone de tres mezclas gaseosas A, B y C, cuya
composicidn se expresa en la tabla adjunta.

Mezcla Nitrogeno Oxigeno Argdn
A 80% 20% 0%
B 70% 20% 10%
C 60% 40% 0%

Obtenga la cantidad que hay que utilizar de cada mezcla para llenar el
invernadero de aire con la composicion requerida.

PAU Madrid 2020

1.10.13

Un grupo de estudiantes ha realizado un viaje por tres paises (Francia, Alemania
y Suiza). En los hoteles cada estudiante ha pagado: 20 euros diarios en Francia,
25 euros diarios en Alemania y 30 euros diarios en Suiza. En comidas cada uno
ha gastado: 20 euros diarios en Francia, 15 euros diarios en Alemania y 25 euros
diarios en Suiza. Ademas, el transportista les ha cobrado 8 euros diarios a cada
uno. Sabiendo que el gasto total del viaje ha sido 765 euros por persona, que ha
durado 15 dias y que han estado en Francia el doble de dias que en Suiza,
obtenga el nimero de dias que han estado en cada uno de los tres paises.

PAU Madrid 2018



1.10.14
Una estudiante pidio en la cafeteria 3 bocadillos, 2 refrescos y 2 bolsas de
patatas y pago un total de 19 euros. Al mirar la cuenta comprobd que le habian
cobrado un bocadillo y una bolsa de patatas de mas. Reclamd y le devolvieron 4
euros. Para compensar el error, el vendedor le ofreci6 llevarse un bocadillo y un
refresco por solo 3 euros, lo que suponia un descuento del 40% respecto a sus
precios originales. ¢;Cudles eran los respectivos precios sin descuento de un
bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

PAU Madrid 2019

1.10.15
En una academia de idiomas se imparten clases de inglés, francés y aleman.
Cada alumno esta matriculado en un tnico idioma. El nimero de alumnos
matriculados en inglés representa el 60% del total de alumnos de la academia. Si
diez alumnos de francés se hubiesen matriculado en aleman, ambos idiomas
tendrian el mismo nimero de alumnos. Ademas, la cuarta parte de los alumnos
de inglés excede en ocho al doble de la diferencia entre los alumnos
matriculados en francés y aleman. Calcule el nimero de alumnos matriculados
en cada idioma.

PAU Madrid 2022

1.10.16
Una tienda online de productos gourmet elabora tres tipos de cafés exclusivos, el
Gold Cuvée (a 7.85 euros/kg), el Paradiso (a 13.3 euros/kg) y el Cremissimo (a
24.85 euros/kg). Para ello utiliza solo dos tipos de grano, el Arabicay el
Robusta. EI Gold Cuvée tiene un 90 % de grano tipo Arabica, el Paradiso un 85
% y el Cremissimo un 80 %. A lo largo de un mes han necesitado utilizar 27.1
kg de grano del tipo Robusta para atender todos los pedidos y han ingresado un
total de 3112.5 euros. Sabiendo que se ha vendido doble cantidad de café
Cremissimo que de las otras dos especialidades juntas, se pide calcular los
kilogramos de grano del tipo Arabica que se han utilizado a lo largo de ese mes.

1.10.17
En una granja es venen pollastres, anecs 1 perdius a rad de 9 €/kg, 7,2 €/kgi 15
€/kg, respectivament. En una setmana els ingressos totals van ser de 5 640 €.
Sabem que la quantitat de pollastres venuts va superar en 100 kg la d’anecs i1 que
es va vendre la meitat de perdius que d’anecs. Quina quantitat de cada tipus de
carn que es va vendre?

1.10.18
L’Alba fa col-leccid de videos d’esport, musica i pel-licules, i ja en té 20. Els
videos d’esports i de musica junts fan el triple de les pel-licules. Si comprés un
altre video de musica, el seu nombre igualaria als d’esports. Quants videos té de
cada tipus?



1.10.19
Una papereria posa a la venda 50 boligrafs repartits entre tres tipus: blaus, rojos i
negres. EI nombre de boligrafs blaus és 11 vegades la suma de la quantitat de
boligrafs negres més la meitat dels boligrafs rojos. Ven per 3,75 euros cada
boligraf blau, per 2,25 cada boligraf roig i per 1,5 cada boligraf negre. Sabent
que li han robat 2 boligrafs negres i 4 de blaus, i que venent la resta dels
boligrafs ha recaptat 159 euros, quants boligrafs rojos, blaus i negres tenia la
botiga inicialment?



1.11 Metode de Cramer de resolucio de sistemes.

Férmula del métode de Cramer.
Donat un sistema de tres equacions i tres incognites

ayX+a,y+a,z=hb a; ap a3
a,X+a,y+a,z=Db, oexpressatde formamatricial: |a,, a, a,
Ay X+ 85,y + 85,2 =h, a3 8 Ag

Definim els segients determinants:

o]
o]

a'll 12

M = ay Ay

13
a23

a31 a32 a33

bq a, a3 a, b aj a,;, a4 bq
M, = bz a,, Qdyg My =13y bz Ays Mz =@y Ay bz
b, a; az A by ag Ay 3y, by

El sistema és compatible determinat si i només si M = 0, i en aquest cas la
soluci6 és

Si M = 0el sistema és incompatible o compatible indeterminat.

Exercici resolt.

2X—-y+3z=9
Resol el sistema mitjancant el métode de Cramer: {—x+2z=5
3y—-z=3
Solucié:
2 -1 3}\x 9
Passem a forma matricial: | -1 0 2 ||y |=|5
0 3 -1)z 3
2 -1 3 9 -1 3
|A|=—1 0 2|=-20 X:M:i5 0 2=_—20=1
|A| -20 -20
0 3 - 3 3 -
2 -9 3 2 -1 9
y:%:_—lzo— 5 2:_—;"8:2,2:%:%—1 0 5:_—28:3
0o 3 - 0 3 3

Lasoluci6ésx=1,y=2iz=3.



1.12 Estudi de sistemes mitjancant determinant.

Esquema de I'estudi de sistemes mitjancant determinant.
Un sistema d’equacions quadrat, €s a dir, de n files i n columnes, escrit en forma
matricial:

Ay X +3,X; .t QX :bl A, Ay . Ay, b1
X +a,,X, +...+a, X =Db a .. a,_ |b
210N 222 2 ?1 .22 . .Zn .2 =(A | b)

QD

2n"*n

Ay X +8,X, +...+a,X, =b, a, a, .. a

El sistema sera Compatible Determinat si i només si el determinant de la
matriu de coeficients no és zero:

a; a, .. a,
a a a

SCD < det(A) #0 & | 71 7 M%0
d, 4, ... a,

Aguesta propietat ens permet una estrategia alternativa al metode de Gauss per a
estudiar un sistema:

det(4A) #0=SC.D

/'

S.ClI
T det(4)=0= {S s Hem d’estudiar cada cas per separat

Aquest metode separa el cas S.C.D dels altres dos, pero té I’inconvenient que, si
no és S.C.D., no diu si és S.C.I. o S.I. Haurem d’estudiar aquests casos especials
amb el metode de Gauss.

3 Unicoos: Discutir un sistema - Rouché-Frobenius 02 BACHILLERATO
https://youtu.be/xnRasQjUEf4



https://youtu.be/xnRasQjUEf4

1.12.1 Exercici del Youtube 3
Estudia, amb el métode del determinant, el segiient sistema en funcié dels valors
del parametre a:

X+3y+z=a
2x+ay—6z=8
X—-3y—-5z=4

Solucié: https://youtu.be/CL3luxGgXHo (Pildoras matematicas)

1.12.2 Exercici del Youtube 2
Estudia, amb el metode del determinant, el segiient sistema en funcio dels valors
del parametre a:

X+y+z=a
ax+y+z=1
X+ay+2z=1

Solucié: https://youtu.be/CL3luxGgXHo?t=402 (Pildoras matematicas)

1.12.3 Exercici del Youtube 3
Estudia, amb el metode del determinant, el segiient sistema en funcio dels valors
del parametre a:

X+ay+z=1
ax+y+(a-1)z=a
X+y+z=a+l

Solucié: https://youtu.be/CL3luxGgXHo?t=693 (Pildoras matematicas)

1.12.4 Exercici del Youtube @
Estudia, amb el metode del determinant, el segiient sistema en funcio dels valors
del parametre a:

X+-my—-z=0
mx—4y+(6—2m)z =-8m
—-X+2y+2=6

Soluci6: https://youtu.be/oUIXDCH61eg (Pildoras matematicas)

1.12.5 Exercici del Youtube @
Estudia, amb el métode del determinant, el segiient sistema en funcié dels valors
del parametre a:

10x—-20y-10z =8a+44
2X—-5y+3z=4a+4
3X-7y+2z=5a+9

Soluci6: https://youtu.be/oUIXDCH61eg (Pildoras matematicas)



https://youtu.be/CL3luxGgXHo
https://youtu.be/CL3luxGgXHo?t=402
https://youtu.be/CL3luxGgXHo?t=693
https://youtu.be/oUIXDCH61eg
https://youtu.be/oUIXDCH61eg

1.12.6 Exercici del Youtube @
Estudia, amb el métode del determinant, el segiient sistema en funcié dels valors
del parametre a:

X+my=1
-2X—-(Mm+1)y+z=-1
X+(2m-)y+(Mm+2)z=2+2m

Solucié: https://youtu.be/oUIXDCH61eg?t=586 (Pildoras matematicas)

1.12.7
Discutiu els segiients sistemes d’equacions en funcié del parametre.

2X+ Ay +Az=1-1
a) <X+y+(1-1)z=-21 Resol el sistemaperal cas 1 =1
A-Dx+y+z=1-1

X+2y+(m+3)z=3
b) {Xx+y+(@4+m-m?)z=3 Resol el sistema per a m=-2
2X+4y+3(m+2)z=8

2x+4y =4k
c) {—k’x+k’y+kz=0 Resol el sistema per a k =1
X+ky=Kk?

X+y+mz=m+2
d) {2x+(Mm+)y+(m+1)z=-m
(m+2)x+3y+(2m+1)z=3m+4

x+ky+k?z=1
e) {x+ky—kz=k’

—x+ky—-k’z=k?

1.12.8
Estudia el seglient sistema mitjancant el determinant de la matriu de coeficients.
Resol el sistema quan sigui compatible indeterminat:

2X—ky+z=1
2X+3y+z=k+3
kx+ky+(k+1)z=-1


https://youtu.be/oUIXDCH61eg?t=586

1.12.9

2X+y=1+2
Sigui el sistema d’equacions lineals {my+z=2-Xx , en que m és un nombre
mz+3=3X+Yy

real.
a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre m.
b) Resoleu el sistema, si té solucid, per al cas m = 1.

PAU CAT TEC SET 2023 2.3 (Soluci6: PAUTEC pag. 820)

1.12.10

Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real
a.

ax+2y+3z=2

2X+ay+z=a

X+y+4z=1

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.
b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas a = 2.

PAU CAT TEC JUNY 2022 2.2 (Soluci6é: PAUTEC pag. 730)

1.12.11

Considereu el sistema d’equacions segiient:
X+2y—-az=-3
2X+(a-5y+z=4a+2
4x+(a-1)y-3z=4

a) Calculeu els valors del parametre a perque el sistema no sigui compatible
determinat.
b) Hi ha algun valor de a per al qual x=1, y= -3, z= -1 sigui I’inica solucio del

sistema?
PAU CAT TEC JUNY 2011 1.4

1.12.12

Considereu el sistema d’equacions segiient:
X+5y+z+a=0
(@a-2)z+x+2y-1=0
(a-)y+(@-a)x+z+a+2=0

a) Expliqueu, raonadament, si es tracta d’un sistema lineal homogeni.

b) Construiu-ne la matriu de coeficients i la matriu ampliada.

c) Trobeu els valors del parametre a per als quals el sistema no és compatible
determinat, i estudieu el caracter del sistema en cada un d’aquests casos.

d) 3Resoleu-lo solament quan el conjunt de les seves solucions és una recta de
R PAU CAT TEC SET 2009 1.6 (Problema)


http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

1.12.13
Discutiu el sistema d’equacions lineals segiient en funcié dels valors del
parametre m.

X+y+(m-1z=1
X+(M-1)y+z=m-1

(m-Dx+y+z=m+2
PAU CAT TEC JUNY 2008 2.3

1.12.14
Discutiu el sistema d’equacions segiient segons els valors del parametre A
AX+y+z=1
AX+Ay+22=1
8X+4y+24z =24
PAU COU
1.12.15
Discutiu el sistema d’equacions segiient, segons els valors del parametre A :
AX+y+4z=1
—-X—-Ay+2z=41
X—24y+147=8
PAU COU
1.12.16
Discutiu el sistema d’equacions segiient, segons els valors del parametre A :
2X+3y+z2=1
AX+6y+242 =21
6AX+9y+31z =31
PAU COU
1.12.17
Discutiu el sistema d’equacions segiient segons els valors del parametre A :
X+y+Az2=2
AX+AYy+92=24
(A13)x+y+3z2=211/3
PAU CAT COU
1.12.18

a) Estudia, en funcié del parametre m, el sistema d’equacions
(M- x+y+z=3
mx+(m-1)y+3z=2m-1
X+2y+(Mm-2)z=4

b) Resol el sistema per al cas SCI.



1.12.19
Sigui el sistema d’equacions lineals segilient, que depen del parametre real A:

X+2y+(2+4)2=0
2+ A)x+y+24z=3
2IX+(2+A)y+z=-3

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre A.
b) Per al cas A = -1, resoleu el sistema, interpreteu-lo geometricament i
identifiqueu-ne la solucid.

PAU CAT TEC JUNY 2023 #4 (Solucié: PAUTEC, pag. 792)

1.12.20 Exercici del Youtube =3
3X+y+az=a-2
ax—-y+z=a-2
X+2y+2=0

Solucié: https://www.youtube.com/watch?v=TbGILoXXCDc (Pildoras matematicas)

1.12.21 Exercici del Youtube @3

X+3y+z=a X+y+z=a
a) «2x+ay—-6z=38 b) tax+y+z=1
X—3y—-52=4 X+ay+2z=1

Solucié: https://www.youtube.com/watch?v=CL3luxGgXHo (Pildoras matematicas)

1.12.22 Exercici del Youtube @3

X—-my—-z=0 X+my =1
a) {Mx —4y+(6—2m)z =-8m b) <—-2x-(Mm+)y+z=-1
- X+2y+2=6 X+(2m-1)y+(Mm+2)z=2+2m

Solucié: https://www.youtube.com/watch?v=0UIXDCH61eg (Pildoras matematicas)



http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=TbGlLoXXCDc
https://www.youtube.com/watch?v=CL3luxGgXHo
https://www.youtube.com/watch?v=oUIXDCH61eg

1.12.23
Estudia el sistema en funcio6 del parametre m:

X+y+(mMm+1)z=2
X+(m-1)y+2z=1
2X+my +z=-1

1.12.24
Estudia el sistema en funcio del parametre a:

x+(@° -1)y+az=1
(@ -Dy+(@a-1z=0

Xx+a’z=0

1.12.25
a) Estudia el seglient sistema en funcio dels valors del parametre k:

x+ky+k’z=1
x+ky—kz=k?
—x+ky—k’z=k?

b) Resol el sistema anterior pera k =-1.

1.12.26
Considereu el sistema d’equacions lineals

X—y+kz=0
X+ky+z=3
2X+(k-1)y+2z=2

en qué k és un parametre real.
a) Discutiu el sistema en funcio del valor de k.
b) Resoleu el sistemaperak=01perak=1.

PAU TEC JUNY 2023 5.2 (Sol. PAUTEC pag. 845)

1.12.27
Considereu el sistema d’equacions segiient:
Ax+2y—-2=4
X—-y+kz=3
3x+3y=1

on k és un parametre real.

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k, i resoleu-lo per a
k=0.

b) Resoleu el sistema per a k = —1.

c) Per a k =-1, modifiqueu la tercera equacié de manera que el sistema
esdevingui incompatible. Justifiqueu la resposta.

PAU CAT TEC JUNY 2024 1.2 (Solucié: PAUTEC pag. 902)



http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/Pautec.pdf

1.12.28
Considereu el sistema d’equacions segiient, on m €s un parametre real:

X=3y+mz=-2
X+my+2z=3
X+y+2Z=m

a) Discutiu el sistema segons el valor del parametre m.

b) Trobeu la solucio del sistema per am = 0.

c) Peram =2, doneu una soluci6 (X, y, z) del sistema que, a més a més,
compleixi x = 5y.

PAU CAT TEC SET 2024 #3.2 (Sol. PAUTEC pag 927)



http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

1.13 Problemes PAU amb sistemes 2x2.

1.131

1.13.2

1.13.3

1.13.4

1.13.5

Considereu el sistema d’equacions
2x—-y-1=0
-X-y+2=0
Justifiqueu si les afirmacions segiients son certes:
a) Aquest sistema d’equacions representa dues rectes paral-leles perqué totes
dues tenen pendent —1.
b) Aquest sistema és compatible determinat i la solucio ésx =1,y =1.

PAU CAT CCSS JUNY 2018 5.4

Considereu el sistema d’equacions lineals
mx—y=m
{3x+(m—4)y:m+2
a) Discutiu el sistema d’equacions per als diferents valors del parametre m.
b) Resoleu el sistema en aquells casos en qué el sistema sigui compatible.

, perame IR.

PAU CAT TEC SET 2014 5.3

Si un venedor d’articles de luxe fa un descompte del 20% sobre el preu de venda
d’un article, guanya 1.848€ sobre el preu de cost; si fa un descompte del 50%,
perd 420€.

a) Calculeu el preu de cost i el preu de venda de 1’article.

b) Quin percentatge aplica sobre el preu de cost per calcular el preu de venda?

PAU CAT CCSS SET 2014 5.1

Considereu la recta r, d’equacié X+2y=4.

a) Escriviu I’equacié d’una recta r’ que passi per I’origen de coordenades i que
formi amb r un sistema d’equacions incompatible. Justifiqueu quina sera la
posicid relativa de les dues rectes.

b) Considereu una altra recta, que anomenarem s, que forma amb r un sistema de
dues equacions amb dues incognites que és compatible indeterminat. Justifiqueu
quina és la posicio relativa de les rectesr i s.

PAU CAT CCSS JUNY 2010 1.6

X+py=p

Donat el sistema {
pX+y=p

a) Discutiu-ne el caracter en funcio del parametre p.
b) Resoleu-lo quan p= 2.

PAU CAT TEC JUNY 2009 3.3



1.13.6

1.13.7

1.13.8

1.13.9

Considereu el sistema d’equacions segiient:
X+y=1
px+2y=-2

a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre p.
b) Resoleu-lo per a p=5.

PAU CAT CCSS JUNY 2009 3.4

a) Discutiu el sistema segiient segons els valors del parametre a:
X+(@+l)y=1
ax+2y=-2

b) Resoleu-lo per al valor de a que el fa indeterminat.

PAU CAT CCSS JUNY 2007 2.1

Considereu el sistema segiient en funcié del parametre real a:
x—ay=1
ax+y=3

a) Discutiu-lo en funcio del parametre a.

b) Resoleu els casos compatibles.

PAU CAT TEC JUNY 20051.1

El preu d’un bitllet d’una linia d’autobusos €s la suma d’una quantitat fixa i una
altra proporcional al nombre de quilometres del recorregut. S’han pagat 18€ per
un bitllet a una poblacio que és a 500 km i1 33€ per un altre a una ciutat que és a
1000 km. Quant haurem de pagar per un bitllet a una poblaci6 que és a 250 km?

PAU CAT CCSS JUNY 20051.1

1.13.10

Tenim dues caixes de llibres A i B. Si passem 12 llibres de la caixa A a la B,
totes dues caixes tindran la mateixa quantitat de llibres. Si passem 12 llibres de
laBalaA, lacaixa A tindra el triple de llibres que la caixa B. Quants llibres
conté cada caixa?

PAU CAT CCSS SET 2004 5.3



1.13.11
Una empresa de lloguer de cotxes ens ofereix la possibilitat d’escollir entre dues
tarifes:

A: 20 € per dia més 0,2 € per quilometre recorregut
B: 40 € per dia

a) Per a cadascuna de les dues tarifes, expresseu el cost del lloguer en funcié del
nombre t de dies de durada del viatge i del quilometratge x.

b) Si s’han de fer 1000 km en 8 dies, a quina tarifa conve acollir-se? | si el viatge
de 1000 km ha de durar 12 dies?

c) Si hem de fer 1000 km, per a quina durada del viatge el cost és el mateix amb
les dues tarifes? Expliqueu quina tarifa ens interessa escollir en funcio del
nombre de dies que duri el viatge.

PAU CAT CCSS SET 2004 5.6

1.13.12
Tenim un litre de llimonada que conté un 25% d’aigua i un 75% de suc de
llimona. Si hi afegim un quart de litre d’aigua obtenim llimonada més aigualida.
Calculeu el percentatge d’aigua i de suc de llimona de la llimonada més

aigualida.
PAU CAT CCSS JUNY 2004 4.1
1.13.13
Discutiu i, si escau, resoleu el sistema seglient segons els valors del parametre a:
2X—y=5
X+y=a
3x+2y=4
PAU CAT CCSS JUNY 2004 4.2
1.13.14

Un venedor té un salari mensual que esta determinat per un sou fix més un cert
percentatge sobre el volum de vendes que ha fet durant el mes. Si ven per valor
de 2000€, el seu salari és de 1200€ 1, si ven per valor de 2500€, el salari és de
1300€. Trobeu el percentatge que guanya sobre el total de vendes 1 el sou fix.

PAU CAT CCSS JUNY 2004 1.1

1.13.15
Considereu un sistema de dues equacions lineals amb dues incognites i amb
coeficients reals. Es possible que el sistema tingui exactament dues solucions? |
exactament tres solucions? Justifiqueu les respostes.

PAU CAT CCSS SET 2003 3.4



1.13.16
En comencar I'any 2001, el nombre de refugiats sota I'empara de 'ACNUR
(organisme de I'ONU) era de 12,10 milions.
a) Durant I'any 2000 el nombre de refugiats va augmentar un 4%. Quants n'hi
havia en comencar I'any 2000?
b) Durant I'any 2001 el nombre de refugiats va augmentar un 10%. Quants n'hi
havia al final del 2001?
c) Suposant que a partir del 2002 hi haura una disminuci6 del 10% anual, quin
any hi arribara a haver menys d'un mili6 de refugiats?

PAU CAT CCSS SET 2002 1.4

1.13.17
A les rebaixes d'estiu una botiga anuncia que tots els articles estan rebaixats un
20%.
a) Si un article rebaixat ens ha costat 40 €, quant costava abans de les rebaixes?
b) Acabades les rebaixes, el botiguer pensa que, apujant el preu de tots els
productes un 20%, tornara al preu d'abans de les rebaixes. Creieu que €s aixi?
Quina variacio percentual es produeix disminuint el 20% el preu original i
després augmentant un 20% el preu rebaixat?
¢) Quin ha de ser I'augment de preu que hauria d'aplicar als productes rebaixats
per tornar al preu d'abans de les rebaixes?

PAU CAT CCSS JUNY 2002 3.3

1.13.18
¢Com ha de ser un sistema de tres equacions lineals amb dues incognites perque
representi tres rectes que tenen exactament un punt comu a totes tres? Poseu un
exemple i digueu, en I'exemple, quin és el punt en qué es tallen les tres rectes.

PAU CAT CCSS SET 2001 4.4

1.13.19
Compreu dos productes i us costen 22.000 pessetes. La setmana seglient feu la
mateixa compra i, com que el primer article esta rebaixat un 10% i el segon un
20% respecte a la setmana anterior, només us costa 18.600 pessetes. Quant us
costara la mateixa compra si en una altra ocasio els preus estan rebaixats un 10%
i un 20%, respectivament, en relacié amb els preus de la segona setmana?

PAU CAT CCSS SET 2000 2.5

1.13.20
Calculeu el valor de a que fa que el seglient sistema d'equacions lineals sigui
incompatible:
2X+ay=-a+5
ax+8y=2

PAU CAT CCSS JUNY 2000 1.3



1.13.21
Una persona ha comprat dos productes en unes rebaixes. La suma de preus dels
dos productes abans de rebaixar era de 5.000 pessetes. Al primer li han aplicat
una rebaixa d'un 10% i al segon una rebaixa del 20%. Si la persona ha pagat
4.300 pessetes per tots dos, digueu quant valia cada un dels dos productes abans
de les rebaixes.

PAU CAT CCSS SET 1999 5.3

1.13.22
Considereu el sistema d'equacions lineals
ax—-y=2-a
2x—(a+)y=2
on a és un parametre. Per a quins valors de a el sistema és compatible i
determinat? Per a quins valors és compatible i indeterminat? Per a quins valors
és incompatible?

PAU CAT CCSS JUNY 1999 1.1

1.13.23
Si un mili6 de votants de I'esquerra haguessin votat la dreta, totes dues
coalicions haurien obtingut el mateix nombre de vots. Pero si, contrariament, un
mili6 de votants de la dreta haguessin votat I'esquerra, aquesta hauria obtingut el
triple de vots que aquella. Quants vots ha obtingut cada coalicié?

PAU CAT CCSS SET 1998 2.2
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1.14 El conjunt de solucions d’un sistema lineal.

—

Observa els segiients quatre exemples de sistemes lineals :

Els conjunts de solucions d'un sistema 3x3 s’ampliara amb la seva interpretacio
geomeétrica com a posicio relativa de tres plans en I'espai.
Vegeu els apartats 6.4 i 6.5 del Llibre de geometria lineal.

1 116 1116 11 1|6 0 0 00
2 3113 2 1 3|13 2 2 2|12 0 0 00
1 -2 1|0 3 2 4|19 3 3 3|18 0 0 0|0
1 1 1|6 1 1 6 1 1 1|6 0 0 0]0
0 -1 1|1 0 -1 1 0 0 0/0 0 0 0/0
0 0 -3|-9 0 0 0 0 0]0 0 0 0]0

0 files buides després
de la triangularitzacio

1 fila buida després de
la triangularitzacio

2 files buides després
de la triangularitzacio

3 files buides després
de la triangularitzacio

Conjunt solucié:

x=1

y=2

z=3
SCD amb 0 graus
de llibertat

Un punt en I’espai

Dimensié =0

Conjunt solucié:

X=-2A+7
y=41-1
z=41

SCl amb un grau de
Ilibertat

Una recta en
I’espai

Dimensio = 1

Conjunt solucié:

X=—y—-A1+6
y=7v
z=1

SClamb 2 graus de
Ilibertat

Un pla en I’espai

Dimensi6 = 2

Conjunt solucié:

N < X
I
& R

SCl amb 3 graus de
Ilibertat

Tot I’espai

Dimensié = 3

Idea clau molt importat:

Dimensié del conjunt solucié = Nombre de files no buides després de fer triangularitzacié



http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaLineal.pdf

1.15 Notes historiques.

L’estudi dels sistemes d’equacions lineals fou iniciat per Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716). Ja el 1693 Leibniz considera un sistema de tres equacions
lineals amb dues incognites, elimina les incognites i obté un determinant (la
resultant del sistema).

La solucié de sistemes d’equacions lineals utilitzant el que avui anomenem
determinants fou ideada per Colin Maclaurin (1698-1746) el 1729. Gabriel
Cramer (1704-1752) primer, i després el 1764 Etienne Bézout (1730-1783), van
demostrar que un sistema homogeni quadrat té soluci6 no trivial si i només si el
determinant del sistema s’anul-la. També durant aquest segle Jean-Baptiste le
Rond d’Alembert (1717-1783) demostra que la solucid general d’un sistema
s’obté sumant una soluci6é particular a les solucions del sistema homogeni
associat.

L’existéncia i nombre de solucions foren temes discutits per Henry J.S. Smitch
(1826-1883) el 1861 en termes dels rangs de la matriu del sistema i de la matriu
ampliada. La major part de resultats en aquest sentit es deuen a Leopold
Kronecker (1823-1891) i a Arthur Cayley (1821-1895) i apareixen ja el 1867 en
el llibre de Charles L. Dodgson (Lewis Caroll (1832-1898), 1’autor d’Alicia al
pais de les meravelles) An elementary theory of determinants.



2 Matrius. Operacions amb matrius.

2.1 Matrius. Operacions amb matrius.

Definicio. Matriu.
Una matriu és un conjunt de nombres organitzats en files i columnes, i delimitats
per claudators. Per exemple, aquestes son dues matrius:

-2 1 4

2 6 -3 1
3 2 -7

4 0 -2 2
-5 0 -1

La primera té 3 files i 3 columnes, i es diu que la seva dimensid és 3x3, mentre
que la segona té 2 files i 4 columnes, és a dir, la seva dimensié és 2x4. En
general, una matriu A de dimensio nxm, és a dir, de n files i m columnes s'escriu
de la seglient manera:

a, a, a3 -
Ay 8y Ay ot Ay
A3, Q3 Qg o Qg
a‘nl a'n2 a‘n3 T anm

Pot observar-se com cada element de la matriu es descriu amb dos subindexs, el
primer referit a la fila, i el segon, a la columna. Aixi, a,; indicaria I'element de

la fila 2, columna 5 de la matriu A. La diagonal d'una matriu esta formada per
aquells elements els subindexs dels quals son iguals, és a dir, la diagonal és a, ,,

89 Az -
Matrius notables. Algunes matrius destacables son:

Matriu fila. Es una matriu amb una Gnica fila, és a dir, de dimensié 1xn

(4 -1 0 3)
Matriu columna. Es una matriu amb una Gnica columna, és a dir, de dimensid
nx1
-1
5
2

Matriu quadrada: Es la matriu que té el mateix nombre de files que de
columnes, és a dir, de dimensié nxn.

e , s g 8 5 -4 9
4 -6 4 -7

12 B 5 7 0 -5
3 6 3 - -

9 -3 -5 1



Matriu diagonal: és la matriu quadrada els elements de la qual sén 0 excepte
els de la diagonal.

3 0 0O
0 -2 00
0 0 40
0 0 01

Matriu identitat: matriu diagonal en que tots els elements de la diagonal son 1.
La matriu identitat de dimensié nxn s'indica amb I,,.

Lo o 1000

10 0100

'2_[0 1} =0 10 “=lo 010
00 1

0001

Transposicié de matrius.

La matriu transposada d'una matriu A, denominada A", és la matriu que resulta
de canviar files per columnes en la matriu A. Per exemple:

6 7 -4
6 8 3 5
8 -3 .
A= SA=|7 -3 0 -1
3 0 2
—4 5 2 7
5 -1 7

Pot observar-se que, per exemple, la primera fila de A coincideix amb la primera

columnade A", lasegona fila de A amb la segona columna de A, i aixi amb
totes.

Propietats de la matriu transposada.
a) La transposada de la matriu transposada és la matriu original:

(AT] =A
b) La transposada de la suma de dues matrius és la suma de transposades :
(A+B) =A" +B"

c¢) La transposada del producte d’un nombre per una matriu és el producte del
nombre per la transposada de la matriu:

(kA" = kA
d) La transposada del producte de dues matrius es el producte de transposades,
intercanviant 1’ordre:

(A-B) =BT - AT



2.2 Suma i resta de matrius.

Suma de matrius.
La suma de dues matrius és una altra matriu, i cadascun dels seus elements és
igual a la suma dels elements de les dues matrius anteriors amb els mateixos
subindexs. Evidentment, la suma solament pot realitzar-se entre matrius de la
mateixa dimensio, i el seu resultat també tindra idéntica dimensio. Per exemple,
donades aquestes matrius:

-2 1 -6 8 -5 3
3 -2 8
A= 8 4 7 B=|-7 4 6| C=
-4 5 0
3 -9 -3 2 0 1

La sumes A+C i B+C no poden realitzar-se perque s6n matrius de diferent
dimensid. En canvi, si que és possible sumar A+B, d'aquesta manera:

-2 1 -6 8 -5 3 -2+8 1+(-5) -6+3
A+B=| 8 4 7 |+|-7 4 6|=[8+(-7) 4+4 7+6 |=
3 -9 -3 2 0 1 3+2 -9+0 -3+1

6 -4 3
=1 8 13
5 -9 -2

Resta de matrius.
La resta entre matrius es realitza de manera similar, tenint en compte que en lloc
de sumar els elements de les matrius, es resten.

3 -10)(1 3 -3) (31 -1-3 0-(3) (2 -4 3
~2 4 1}[5 -2 4}‘ ~2-5 4-(-2) 1-4 _[—7 6 —BJ

Propietats de la suma de matrius
a) Associativa: A+(B+C)=(A+B)+C
b) Commutativa: A+B=B+A
¢) Existencia de matriu nul-la o element neutre. La matriu nul-la (o matriu
“zero”) de n files 1 m columnes ¢€s la matriu d’aquesta dimensio tots els elements
de la qual s6n zeros.

03><2 =

o O O
o O O

Donada qualsevol matriu de dimensions nxm, es verifica
A+0, .=0.+A=A



2.2.1

2.2.2

2.2.3

2.24

d) Existéncia de matriu oposada. A+ (—A)=0

Donada qualsevol matriu A, la seva matriu oposada és la que obtenim en canviar
tots els elements de signe:

el aored )

Es verifica que la suma d’una matriu A i la seva oposada —A és la matriu nul-la.

Exemple:

-2 4 1 -2). -4 2 -5 3
Donades A= i B= 0 , calcula A+B

-1 3 0 -1 1 -3 4
0O -1 1 -1 3 -1
-2 3 2 . -2 -1 4
Calcula A+B on A= i B=
-2 4 1 -4 -4 -1
0O 3 -2 -4 0 2
-4 0 -4 0
2 -3 2 -4
Calcula A—B on A= , B=
-3 -4 2 -4
4 4 0 -3

-2 3. -3 -2
Calcula A—B on A= 4 i B=



2.3 Multiplicacié d’una matriu per un nombre.

Per a realitzar el producte d'un nombre per una matriu nomeés cal multiplicar
cada element d'aquesta matriu pel nombre. Per exemple, seguint amb la mateixa
matriu A, si la multipliquem per 3, aquest és el resultat:

-2 1 -6) (3(2 31 3(6) (-6 3 -18
3A=3 8 4 7 |=| 38 34 37 |=|#4 12 2
3 -9 -3 3.3 3.(-9) 3(3)) (9 -27 -9

Propietats del producte d’un nombre per una matriu.
a) 1A=A
b) 0A=0
c) Distributiva (I):  k(A+B)=kA+kB
d) Distributiva (11):  (a+b)A=aA+bA

2.3.1
-2 0 4
Calcula 3A,0n A=
1 2 3
2.3.2
-4 -3 -2

Calcula —2A,on A=| 0 -1 -4
1 1 2



2.4 Multiplicacié de matrius.

Se multiplica cada fila de la matriu de I'esquerra per cada columna de la matriu
de la dreta.

' o -
No sempre dues matrius son multiplicables: El nombre de columnes de la

matriu esquerra ha de coincidir amb el nombre de files de la matriu dreta.
_

La matriu resultant tindra tantes files com la matriu esquerra, i tantes columnes
com la matriu dreta. Observa detingudament el seglient exemple:

5 0
21 3)[, g|_( 25+1:3+31  2:0+1:943:6 | _(16 27
40 -1)|, |4.5+0-3+(-1)1 4.0+0-9+(-1)-6) (19 -6

Propietats del producte de matrius.
El producte de matrius té les seguients propietats:

a) Associativa: Ax (BxC)=(AxB)xC
b) Distributiva: A-(B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C

' . , .
En general, el producte de matrius no és commutatiu: AxB # BxA.

Per exemple:
1 0)(0 1 01 (0 1) (1 0 11
: = pero : =
1 1)1 1 1 2 1 1)1 1 2 1
L'element neutre del producte de matrius quadrades és la matriu identitat, I,

c) Existéncia d’element neutre. Matrius invertibles.

1 0 O 1 00
l,=(0 . O per exemple: 1,,=|0 1 0
0 0 1 0 01

Si A és una matriu quadrada nxn, A x I, = I, x A= A,

Existeixen matrius quadrades que tenen element invers, també es diu que la
matriu A és invertible. La matriu inversa d'una matriu quadrada de dimensi6 nxn
A, s'indica A", i compleix:

A-AT=AT A=,

—
A Algunes propietats que funcionaven amb nombres no funcionaran ara amb

matrius.
Per exemple: De A-B =0 no se segueix necessariamentque A=00 B=0

Vegeu l'apartat 2.9
_ 1



24.1

2.4.2

2.4.3

244

Calcula A-B
-5 1 3
3 2 -5 -5 0 5
ay A= 1 0 |,B= b) A= ,B=|1
-4 0 -1 1 -4 2
3 -2
2 4 -3 5 -1 3
c) A=|3 -2 2|,B=|3 -1 -5
1 -5 0 -3 1 =2
-1 -1
0 -1 -4 -3 -3 -1
-2 -3 1 3 2 1
3 0

Calcula A-B i B- A i comprova que el producte de matrius no és commutatiu:

A-B=B-A
3 -4 -1 0

A= , B=
(2 —4] [1 3}

Donades les matrius
1

10 110
A=(1 2 0)B=|-1 C= D=
02 2 0 2

0
1 2 1 01
E=/11 F=|/0 11
3 4 1 01

Efectua, si és possible, les operacions seguents:

a) A-B b) A-B' c) A-C d) A-D e) A-D'
f) B-E g D-B h) D" -F

2 _4 L1 -1 3
Calcula A-B+C,on A=| 1 2 ’B:(O 3J,Cz 0o -1

-3 4



2.4.5

-2 -3
2 0 -1 -2 3
Calcula A-B-C,on A= ,B=-2 0 |,C=
0 -2 -1 3 ) -4 -3

2.4.6
Indiqueu TOTS els productes de dues matrius diferents que es poden fer amb les

matrius seguents:
a b c a
C= D= E=

PAU CAT CCSS SET 2006 4.4

>

Il
7\
[ 2R <))
o T
N—

o

Il
@ O QD
- O T

2.4.7
Siguin les matrius

asl o= Aie=(7 7)

Trobeu la matriu X =A - (B - C).
PAU CAT CCSS SET 2005 3.2

2.4.8 Exercici del Youtube =
Suma i producte de matrius.

. . 2 1 5). 1 31
a) DeterminaA+B ,A-B i 3A,on A= i B= .
0 31 2 40

: 2 1), 1 3
b) Determina C-D,on C = i D=
0 3 2 4

Soluci6: https://youtu.be/Ix6bhr92T2w (Xavi Mates)

2.4.9 Exercici del Youtube (en anglés) £ ==
Multiplicacié d’una matriu per una constant. Multiplicacié de matrius.

2 4 3
a) Calcula 3A,on A= .
1 7 5

1 6 3
b) Calcula AB,on A= , B=
4 2 9

N O B~
g1 — 0o

Solucid: https://youtu.be/T1h71v-u3SQ (mathbff)



https://youtu.be/Ix6bhr92T2w
https://youtu.be/T1h71v-u3SQ

Fora de programa: ""Matematiques i Literatura. Oulipo™.
Dentro del proyecto Oulipo encontramos Meccano o el Analisis Matricial del
Lenguaje, donde Queneau utiliza las reglas del producto de matrices para
generar textos.
Queneau explica en primer lugar como se realiza el producto de dos matrices, y
lo ejemplifica después con:

raton

gato
(el ha al ) x | comido | = el x gato+ ha x comido + al X raton
es decir, El gato ha comido al raton.

Asi, usando la misma técnica matematica, el producto siguiente:

el ha el gato raton ledn
un  ha el x | comido devorado degustado
el habia un pez queso turista

proporciona el “texto-producto”:

El gato ha comido el pez; Un gato ha comido el pez;
el raton ha devorado el queso; Un ratén ha devorado el queso;
el ledn ha degustado el turista. Un leén ha degustado el turista.

El gato habia comido un pez;
El ratén habia devorado un queso;
El ledn habia degustado un turista.

O aln da otro ejemplo mas complicado:

sol sherpa socorrista sicario
negro tibetano fornido  enamorado
1 1 1 1
CHL A b i eo il b i Y melancolia e.\[?ed.icién pl:1ya 111f1|‘c11x_e§11
levantaba aferraba baiaba escondia
final pico borde lado
1 1 1 1
autopista montaia costa almena

que se transforma en:

El sol negro de la melancolia se levantaba al final de la autopista.

El sherpa tibetano de la expedicién se aferraba al pico de la montafia.
El socorrista fornido de la playa se bafiaba al borde de la costa.

El sicario enamorado de la marquesa se escondia al lado de la almena.

¢ Te atreves a generar tus propios textos usando esta técnica? jSe ahorra tintal

Nota: Las matrices originales estan en francés. La traduccion del tercer ejemplo
ha sido bastante “libre” para generar un texto correcto... al menos
gramaticalmente.

Fuente: https://ztfnews.wordpress.com/2010/09/02/meccano-0-el-analisis-matricial-del-lenguaje/ , Autora: M. Macho



https://ztfnews.wordpress.com/2010/09/02/meccano-o-el-analisis-matricial-del-lenguaje/

2.5 Potencia de matrius. Matrius cicliques.

Potencia de matrius.
Per poder calcular la poténcia d’una matriu ha de ser quadrada, i definim la
poténcia de matrius de la mateixa manera que la potencia de nombres, com a
producte repetit:
A"=A-A-...-A
%/_/

n vegades

251
) 1 -8
Calcula A*,on A=
1 0
252
) -4 6
Calcula A*,on A=
-2 3
253
-7 7 0
Calcula A%, on A=|-8 7 -1
3 -1 3

' . : . .

Observa que la potencia d'una matriu no és la matriu de potencies:

1 8 9 8) (1° &
A= = A’ = #
10 11 1 0°
Definicié. Matrius cicliques.
Si estudiem el comportament d’una cadena de poténcies d’un nombre real:
n—-n’>—-n®->n*—>..

Si |n| >1 la successi6 tendeix a I’infinit i si |n| <1 la successio tendeix a zero. Si

n =1 la successio és estable i sempre val 1, perd amb el nombre —1 es produeix
un fenomen de repeticio, un cicle:

)= ) =1->(-D)’=-1>(-D'=1->..

Aguest mateix fenomen de repeticié succeeix amb algunes matrius, anomenades
cicliques.

Volem estudiar el comportament d’una cadena de poténcies d’una matriu:

Ao A S A SA

Veurem que amb algunes matrius també es produeix el mateix fenomen.



2.5.4

2.5.5

2.5.6

2.5.7

2.5.8

2.5.9

0 1
Donada la matriu M =( . 0J,calcula M.

4 -3 -3
Donada lamatriu A=| 5 -4 -4/, calcula A%’
-1 1 0

. . 1 a < X
Considereu la matriu A= (2 J, en que a és un parametre real.

a) Si anomenem I la matriu identitat d’ordre 2, trobeu el valor de a per al qual
A*=1.

b) Per aa =-1, calculeu A% A®i A*. Feu servir els calculs anteriors per a deduir
el valor de At i de A%,

PAU CAT CCSS SET 2023 2.5 (Solucié: PAUCCSS pag. 659)

2 -1
Considereu la matriu A=(7 BJ'

a) Comproveu que A’-1=0,en que I és la matriu identitat d’ordre 2.
b) Calculeu A™ utilitzant la informaci6 de I’apartat a.

PAU CAT CCSS SET 2017 2.5

- . 0 -1
Sigui la matriu A= :
1 0

a) Calculeu A%, A®i A%,

b) Calculeu A% j A3,
PAU CAT CCSS JUNY 2013 3.3

-1 0 4 0 5

a) Justifiqueu si és possible efectuar A-B o B-A. En cas afirmatiu, calculeu-ho.
b) Calculeu B? i B,

. i 2 1 3). 1 -1
Considerem les matrius A= i B= )

PAU CAT CCSS JUNY 2012 3.2


http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

2.5.10

2.5.11

2.5.12

2.5.13

2.5.14

~1/2 -J3/2 0
Sigui lamatriu A=[~3/2 -1/2 0
0 0o 1

a) Calculeu A% i A®.
b) Deduiu el valor de A,

Nota: Treballeu amb radicals; no utilitzeu la representacio decimal dels elements

de la matriu.
PAU CAT TEC SET 2011 2.4

0
Siguin A=|0
1

o O BB

0
1|/iB=
0

o - O

01
00
10
a) Comproveu que la inversa de A és A%

b) Comproveu també que A>**=B.

PAU CAT TEC JUNY 2009 4.2

2 2 -2
a) Trobeu la matriu M, quadrada d’ordre 2, tal que M-A=B.
b) Comproveu que M?=I, (matriu identitat d’ordre 2) i deduiu I’expressio de M".

. ) 1 -3). 1 3
Considereu les matrius A= 5 i B= )

PAU CAT TEC JUNY 2008 2.2

0 0 1
Considereu lamatriu A=|1 0 0/.
0 -1 0

a) Calculeu A% i A®.
b) Determineu, raonadament, el valor de A%,

PAU CAT TEC SET 2008 4.2

0 1
Considereu la matriu A= ( 5 q] . Trobeu els valors de p i g que fan que es

verifiqui A>=A. En aquest cas, raoneu sense calcular qué val A™.

PAU CAT TEC SET 2007 3.3



2.5.15

P ; 10 55
Sigui la matriu A= 0 _1 . Calculeu A™.

PAU CAT CCSS JUNY 2005 1.2

2.5.16 Exercici del Youtube 3

4 5 -1
Determina A on A=|-3 -4 1
-3 -4 0
Solucid: https://youtu.be/xXMhznrZles (Mates con Andrés)
2.5.16 Exercici del Youtube 3
-1 -2 -2
Donada lamatriu A={ 1 2 1 |,calcula A®, A?, A%,
0o -1 -1
Solucid: https://youtu.be/CFc2k5Ftu8M (profesorl0demates)
2.5.17 Exercici del Youtube =3
4 -3 -3
Donada la matriu A=| 5 -4 -4, calcula A*",
-1 1 0

Solucié: https://youtu.be/pnEPfXVAbIk (alfonsoeducador)



https://youtu.be/xXMhznrZIes
https://youtu.be/CFc2k5Ftu8M
https://youtu.be/pnEPfXVAblk

Poténcies de matrius que segueixen una pauta.

Algunes matrius no son cicliques, pero les seves poténcies successives segueixen
una pauta que podem determinar. Observa el segiient exemple:

Exercici resolt.

el
R A R G A R
o Y P S B P Y

Observem gue no és una matriu ciclica, pero segueix la seglient pauta:

o, . (-10 ., . (10
Sinésparell: A" = Sinéssenar. A" =
-n 1 n -1
s (10
Per tant, A”' =
17 -

—
Si som rigorosos, no és suficient "veure" com es comporta la matriu A", cal
demostrar que, efectivament, aixo passa sempre. En aquest tipus de problema

s'aplica un métode de demostracié anomenat "demostracid per induccio".
—_—l

2.5.18

1
a) Trobeu I’expressié general de A". Demostreu que la inversa de A" és

o )

b) Trobeu la matriu X que satisfa I’equacié matricial AV X AT = A

11
Considereu la matriu A= (0 J

PAU CAT CCSS JUNY 2021 2.5 (Solucié: PAUCCSS pag. 531)

2.5.19
: : a 0 o
Considereu la matriu A= (1 aj , N qué a es un nombre real.

a) Calculeu A%, A% i A%,
b) Deduiu quant valdra la matriu A*®.

PAU CAT CCSS JUNY 2021 5.6 (Soluci6: PAUCCSS pag. 540)



http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

2.5.20

2.5.21

2.5.22

2.5.23

a+b

Considereu la matriu A=
0 a-b

) on a i b sén nombres reals.

1 2
a) Calculeu el valor de a i b per tal que A’ = (0 J.

b) Segons els valors obtinguts en I’apartat anterior, calculeu A’ A
¢) Si n és un nombre natural qualsevol, doneu I’expressié de A" en funcié de n.

PAU CAT TEC JUNY 2008 5.2

; 3 -2 11
Donades les matrius A= , B=
-2 1 11

a) trobeu una matriu X tal que A - X = B;
b) calculeu B'®. Raoneu la resposta.

PAU CAT TEC SET 2004 5.3

Donada la matriu

>

Il
o o N
k o o
o+ o

es demana determinar, de forma raonada, la matriu A".

o B

1 1
Sigui k un nombre natural. Definim la matriu A=| 0 0 |. Calcula A*.
0 1

2.5.24 Exercici del Youtube &2

2.5.25

Donada la matriu

o - O
— O O

n

Determina A*° i A",

Solucié: https://youtu.be/DQTXFcvpfQw (profesorlOdemates)

-1/2 3/4

Donada la matriu M =
1 1/2

}, determina M 3!,


https://youtu.be/DQTXFcvpfQw

2.6 Equacions matricials petites.

Una equacié matricial és una equacio on intervenen matrius.
Si les matrius son petites (normalment 2x 2) es poden resoldre amb una matriu
incognita simbolica, és a dir, amb una matriu “de lletres”:

[a b]
X =

c d
Exercici resolt.

i 2 2 -1 0
Resol I’equacio AX +B=C,on A= 4 , B= ,

1 4
C:
(— 29 —10]

Soluci6:

Siqui X =2 P
g “lc d
2 2\Ya b -1 0 1 4
AX+B=C«& + = =
4 —-3)\c d 2 -4 -29 -10
2a+2c 2b+2d -1 0 1 4
+ = =
4a—-3c 4b-3d 2 -4 -29 -10
2a+2c-1=1
(2a+2c—1 2b+2d+0J [ 1 4) 2b+2d+0=4
= =

4a-3c+2 4b-3d-4 -29 -10 4a-3c+2=-29
4b—-3d -4=-10
Resolem el sistema 2x2 de la primera i tercera equacio:
2a+2c-1=1 da+4c-2=2 35
= =7c-4=31=>7c=35=>Cc=—=5
4a-3c+2=-29 4a-3c+2=-29 7

2a+2-5-1=1= 2a:1+1—10:—8:a:7:—4

Resolem el sistema 2x2 de la segona i quarta equacio:

2b+2d +0=4 4b+4d+0=8 14
= =7d+4=18=7d=14=>d=—=2
4b-3d -4=-10 4b—-3d -4=-10 7

2b+2.240=4=22b+4=4=>2b=4-4=0=>b=0

-4 0
Per tant, X =
5 2



2.6.1 Exercici del Youtube 2

. - - 2 1) . 10 4
Resol la seglient equacio matricial AX =B, on A= i B=
15 23 11

Solucié: https://youtu.be/kuiYUYtju18 (MathBechy)
2.6.2

. . 2 1 1 1). 5 1
Considereu les matrius A= , B= iC= .
-3 4 10 0 7

a) Raoneu que la matriu B és invertible i després calculeu B
b) Calculeu la matriu X que satisfa laigualtat A+ B - X =C - A.

PAU CAT TEC JUNY 2021 5.1 (Solucié: PAUTEC pag. 661)

2.6.3
Resol I’equacio AX +B=C, on

5 -1 -5 0 10 -23
A= , B= ,C=
(1 —zj (0 —2j (12 —12)

. i 0o 1). 2 1
Considereu les matrius A= i B=
-1 -1 1 2

a) Comprova que es compleix que A™ = A?,
b) Resoleu I’equacié matricial A-X +B=1 enqué | ésla matriu identitat
d’ordre 2.

2.6.4

PAU CAT TEC JUNY 201525

2.6.5

. . X . . :
Considerem la matriu A= (5 J . Estudieu per a quins valors de A la matriu

inversa de la matriu A coincideix amb la seva oposada, és a dir, A™" =—A.

PAU CAT TEC SET 2020 4.1

2.6.6
Responeu a les qliestions seglients:

1 a
a) Calculeu la matriu de la forma A= (1 OJ que satisfa A>— A =1, en qué | és

.. ) 10
la matriu identitat, | = )
0 1

PAU CAT TEC JUNY 2015 2.5


https://youtu.be/kuiYUYtjU18
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

2.6.7

1
a) Trobeu el valor del parametre a perqué es compleixi que A~ 2A = |

1
Considereu la matriu A:( J. Sigui | la matriu identitat d’ordre 2.
+

PAU CAT TEC JUNY 2013 3.2

2.6.8
Si tenim la matriu invertible A 1 1’equacidé matricial X-A+B=C:

a) Ailleu la matriu X.
(3 1 ]
C=
1 -

] 1 -2 1 1).
b) Trobeu la matriu X quan A= , B= i
-1 1 -2 1
PAU CAT TEC JUNY 2011 1.2

2.6.9 Exercici del Youtube &
X

Sigui A=
9 [1

que A*=A.

] . Trobeu els valors de les variables x i y perque es compleixi

Solucid: https://youtu.be/wj-r4isFDN4 (Mates con Andrés)

2.6.10

X 3
Sigui A=( 5 yj . Trobeu els valors de les variables x i y perque es compleixi

que A*=A.,
PAU CAT TEC JUNY 2010 1.6

2.6.11

a
Considereu la matriu A= (1

1 0
perqué A’ =( J
-2 1

0 .
bj . Calculeu el valor dels parametres ai b

PAU CAT TEC SET 2009 1.1

2.6.12

. ) 21 1 2
Considereu les matrius A= , B= .
11 2 2

Trobeu una matriu X que compleixi A - X + A =B.

PAU CAT TEC JUNY 2004 1.3


https://youtu.be/wj-r4isFDN4

2.6.13

2 -2
Determineu una matriu quadrada X que verifiqui AX + XA = (3 3 jon

[1oj . , : o
A= . Bespresanatized-sHamatriXesvertible+enaguestcas

11
3/12 -1
Solucie: X = PAU ZARAGOZA SET 2004
-1/4 2
2.6.14
- . -1 0). -1 -1 .
a) Siguin les matrius A= L ! i B= 5 5 . Calculeu la matriu X per

a la qual es verifica I’equaci6 matricial XA’ =B.
b) Trobeu la matriu A'". Raoneu el procediment.

PAU CCSS EUSKADI JUNY 2014

2.6.15

-2 1
a) Sigui la matriu A:( ] i ’equacio 2A* + xA—yl =0,on I ésla

3 -1
matriu identitat d’ordre 2 i 0 és la matriu nul-la del mateix ordre. Calculeu els

valors de x 1y per als quals es verifica I’equacio.
b) Trobeu la matriu X pera a la que es verifica la seglient equacio matricial:

A+2X =3A",on A" és la matriu transposada de la matriu A.

PAU CCSS EUSKADI JUNY 2013

2.6.16
- 1 1 1 1), :
Siguin A= , B= i O la matriu nul-la 2x2. Es demana:
-1 0 -1 -1
a) Trobeu totes les matrius X tals que AX=B.

b) Trobeu totes les matrius Y tals que YB=0.
PAU ZARAGOZA SET 1996



2.6.17
Resoleu les questions seguents:

2 5
a) Considereu la matriu M = (2 1]. Calculeu els valors de a i b per tal que es

verifiqui la igualtat M? + a-M + b-1 = 0, en qué | és la matriu identitat

1 0). 00 .
| = i0= és la matriu nulla.
0 1 00

0 1
b) Considereu la matriu A= (1 1] . Trobeu totes les matrius B que
commuten amb la matriu A, és a dir, que compleixen que A-B = B-A.

PAU CAT CCSS JUNY 2019 1.2 (Solucio: PAUCCSS pag. 430)

2.6.18

- . 1 a). b ¢
Siguin les matrius A= i B=
2 -—a 11

a) Calculeu les matrius A+B i A-B.
b) Determineu els valors de a, b i ¢ que compleixen que A+B = A-B.

PAU CAT CCSS JUNY 201524

2.6.19
- . X 0) . 1 0 .
Siguin les matrius A= il= , determineu x per tal que es
0 x 01
verifiqui ’equacié A —6A+51 =0, on 0 és la matriu en qué tots els elements
son 0.
PAU CAT CCSS JUNY 2014 3.4

2.6.20

2
Siguin les matrius A:( 1

_1J i B=(-2 5).

a) Resoleu I’equacié matricial X+2A=X-A, on X és la matriu incognita.
b) Hi ha cap matriu Y que verifiqui Y-A=B? | que verifiqui A-Y=B? Justifiqueu
les respostes.

PAU CAT CCSSSET 20131.4

2.6.21

- . 2 a). 3 0
Siguin les matrius A= I B= .
-2 0 b -1

a) Determineu el valor dels parametres a i b que fa que A-B=B-A.
b) Determineu el valor de a per al qual es verifica A’= 2A.

PAU CAT CCSS JUNY 2013 4.2


http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

2.6.22
2 -1

i _ 1 1 1 . 1 2
Considerem les matrius A= ,B=[-1 2 ]iC= :
-1 -1 2 -1 1
0 1
a) Trobeu una matriu X que compleixi que A-B+X=C.
b) Calculeu C3.
PAU CAT CCSS SET 2012 4.6
2.6.23
. . -1 2 2
Considereu la matriu A= .
2 1 -1
a) Una matriu B, la primera fila de la qual és (1, 0), té dues columnes i compleix

ueAB—5
q (3

b) Feu els calculs pertinents per a comprovar que (A-B)'=B' -A'.

5] . Completeu-la.

PAU CAT CCSSJUNY 20111.4

2.6.24
Considereu les matrius seglents:

2 1 1 6 0 1
-4 -2 5 -4 1 0
a) Determineu la matriu X perqué X+BC=AZ

b) Calculeu les matrius C°i C’.

PAU CAT CCSS SET 2010 2.5

2.6.25
3

2
C que compleixi BeC = A , i si s’escau, calculeu-la.

2 1 3
Donades les matrius A = (1 j i B= (2 6)’ esbrineu si existeix una matriu

PAU CAT CCSS JUNY 2006 1.2

2.6.26
Determina la matriu X que verifica AX = BC, on:

o ) e D) el

2.6.27 Problem-solving.

1/2 1/2 . .
, determina a,b tals que A’ =A.

Donada la matriu A =( 5

Font: "Enjoy Solving Mathematics" en Facebook.



2.6.28

- 1 3
Sigui A=

a) Calcula A™.

., H 5 j [XH (21]
b) Resol I’equacio A- + =
-1 y 24

2.6.29
: N : 01 . :
Determina el valor de k per al qué la matriu A= L K satisfa I’equacio
A*+2A=1.
2.6.30
. . a a) .. 0 0 .
Determina totes les matrius A= 0 b , diferents de 0 0 que satisfan
A?=A.

2.6.31
3

1
a i b per als qué les matrius commutin : A-B=B-A

1 15
Donades les matrius A= (3 j i B= [a bJ , trobeu els valors dels parametres

2.6.32
-1 -2
. : 0 2 -1). L
Considereu les matrius P = a2 3 iA=| 0 1 |,enqueaesun
1 -1

parametre real.

a) Trobeu per a quins valors de a és invertible la matriu obtinguda del resultat
del producte P-A.

b) Si a =2, trobeu la matriu X que satisfa I’equacié matricial P-A + X =1, en
que I denota la matriu identitat d’ordre 2.

PAU CAT CCSS JUNY 2022 2.5 (Soluci6: PAUCCSS pag. 587)

2.6.33 Exercici del Youtube 3
" L - 3 2 -1 4
Resol la seglient equacio matricial XxA—B=C,on A= , B=

-2 -1 1 3
3 1
|C:
)

Solucié: https://youtu.be/vRyzYnuSxUg (maStematikas)


http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
https://youtu.be/vRyzYnuSxUg

2.6.34
a) Determina per a quins valors d’a es compleix A — | =2A, on

l-a 1 . 10
( 1 1+a] (o J

b) Determina els valors d’a per als qué la matriu A té inversa.

x 1 ). 0 1
A= i B=
[1 x+1J (1 1]

Determina el valor d’x per al qué B® = A,

2.6.35
Donades les matrius

PAU Canarias Juny 2019

2.6.36

a b
Considereu la familia S de matrius de la forma (b aj ,enquea, b eRr.

2 3)(2 1)°
a) Calculeu . .
3 2)(1 2
a b
b) Trobeu totes les matrius de la familia S, és a dir, de la forma A= (b a} , que
verifiquin la igualtat A> =1, en qué I és la matriu identitat d’ordre 2.

PAU TEC JUNY 2023 5.5 (Sol. PAUTEC pag. 849)

2.6.37
Calculeu la matriu X que verifica A - X - B = C, sabent que

ofd 2)oaeft D 2 e[ )

PAU CCSS JUNY 2022 5.3 (Sol. PAUCCSS pag. 607)

2.6.38
b

. . a
Considereu les matrius A=(O .

J [ B=[0 lj ,enquéaibsondos
00

parametres reals.

a) Trobeu els valors dels parametres a i b per als quals es compleix que

A*-2A=B.

b) Si a=1 i b=1, resoleu I’equacié matricial 2A = A-X + B.

PAU CCSS JUNY 2023 5.5 (Sol. PAUCCSS pag. 680)



http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

2.6.39

2.6.40

2.6.41

2.6.42

2.6.43

2.6.44

2.6.45

: . 2 -2 10
Resol I’equacié matricial AX + XA = 3 3 ,on A= {1

Arag6 Set 2004

6 a
Determine para qué valores de ay b la matriz A= (4 b} es nilpotente, es decir,
X 00
0 0)
1+m 1

Donada la matriu A =( L ) , detemineu els valors de m per als qué

1-m

10
A?=2A+1,o0n | éslamatriu identitat | =(0 1].

Pais Vasco 2012
a 0 0
Determine para qué valores deay b lamatriz A= 2 1-a 0 | esidempotente,
0O 0 b
es decir, A>=A.

: . _ 01 .
Determineu els valors de k per als que la matriu A= (1 k) compleixi
A’ +2A=1

Madrid 2002

: : a o0 : : .
Determina totes les matrius X = (b Cj que satisfan I’equacié matricial

X?=2X.

a1
Determina els valors de a i b per als que I’equacié A= [b ZJ verifiqui

A* =21,



2.6.46

. \ : 3 a . .
Determina els valors de a per als qué la matriu A= ( L verifica I’equacio
a

AZ_104
la 2)

2.6.47
Donada la matriu A= (: SJ , determina els valors de a per als qué A? sigui la
matriu identitat.
2.6.48
Determina totes les matrius de la forma A= (; i] que verifiquin A* = 4A.
2.6.49

1
Donada la matriu A :( J , determina el valor de k € IR per al qué es

-1 k+1

verifica A =3I .

El racé artistic.

“La matriu rusa, multiplicacié d’una matriu per una matriu columna”, de Iartista franc-rus Paul Kichilov



2.7 Sistemes d’equacions matricials.

Exemple resolt.
Resoleu el segiient sistema d’equacions matricials:

-2 9
X +3Y =
= )

3 4
2X =Y =
Solucié:

Aquests problemes es resolen amb el métode de reduccio o per substitucio.
Multipliquem la segona equacio per 3...

3 4 3 4
2X ~Y = —3-(2X -Y)=3. -
6 3 6 3

3-3 34 9 12
3:2X -3-Y = —>6X -3Y =
3-6 3-3 18 9

...de forma que al sumar totes dues equacions marxa la Y:

-2 9 -2 9
X+3Y = X +3Y =
(—4 12j (—4 12] R+F

=
3 4 9 12
2X =Y = 6X -3Y =
3 18 9
-2 9 9 12 7 21
=7X= + =
-4 12 18 9 14 21
Ara només queda aillar la X passat el 7 a I’altra costat:
7 21 1 1(7 21
X = S-TIX== =
14 21 7 7\14 21
1(7 21 717 2117 1 3
Py X = — = =
7\14 21 1417 2117 2 3
La Y la podem obtenir de la segona equacio:
3 4 3 4 1 3 3 4
2X =Y = oY =2X - =2 - =
6 3 6 3 2 3 6 3
(2 6 3 4) (-1 2
4 6) (6 3 (-2 3

N o



2.7.1
Resoleu el segiient sistema d’equacions matricials:

8 -3 4
2X +3Y =
7 -1 12

-3 2 2
X=2Y =
(—7 3 —J

PAU TEC CANARIAS 2019 #2

2.7.2
Resoleu el segiient sistema d’equacions matricials:

7 2
2A-5B=
o

[4 3j
3A-B=
4 —

2.7.3
Resoleu les preguntes seguents:
a) Trobeu les matrius A i B que compleixen que

1 13) . 2 -9
A-2B= I 2A+3B=
o 5 7

b) Determineu el valor de a, b, ¢ i d perque es verifiqui que

a2 S )

PAU CAT CCSS SET 2018 3.5 (Soluci6. PAUCCSS pag. 425)

2.7.4

. . 0 -3) . 7 15
Trobeu les matrius A i B sabent que A-2B = 3 4 |2A+3B=8 6

PAU CAT CCSS SET 2016 5.5

2.7.5 Exercici del Youtube 3

) 1 -3). 8 3 .
Donades les matrius A= i B= , resol el sistema
-2 -8 4 -1

X-2Y=A
2X-Y =B

https://youtu.be/1jZ3p_QEG3A (Unicoos)



http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
https://youtu.be/ljZ3p_QEG3A

2.7.6 Exercici del Youtube =2
Resol el seglient sistema matricial:

8 -3 4
2A+3B =
7 -1 12

-3 2 2
A-2B=
-7 3 —
Soluci6: https://youtu.be/B-FeYk3MiUo (profesorlOdemates)
3 - 21
X+ Y =
0 2 1 3
10 1 3
X+ Y =
11 01
2.7.8
Resoleu les segients glestions:

a) Calculeu les matrius X i Y si sabem que

3 1) . 0 5
X+Y = 1 2X-Y =
4 3 -7 -3

3 2
b) Obteniu la inversa de la matriu A= (2 2) :

2.7.7

Trobeu les matrius X, Y tals que

10
c) Obteniu la matriu X tal que XA = (8 6]'

PAU Valéncia JUNY 2013 #A.1 (Sol. Valéncia pag. 88)

2.7.9
a) Resol el segiient sistema matricial:

2 -3
2X =Y =
1 -5

1 -4
X+2Y =
s %)

b) Determina les inverses X ™ i Y™, en el cas que hi existeixin.


https://youtu.be/B-FeYk3MiUo
http://www.toomates.net/biblioteca/Valencia.pdf

2.7.10 Exemple resolt. Sistema matricial amb multiplicacié de matrius.
Resol el seglient sistema matricial:

o 7
R PR P

Apliquem el metode de substitucio: Aillem la X de la primera equacio i la
substituim en la segona:

1 -2 -6 5 -6 5 1 -2
X - Y = —> X = + Y
3 4 4 -8 4 -8) (3 4
-6 5 1 -2 -3 1 -6 4
+ Y + Y = =
4 -8) \3 4 2 -1 3 -
-6 5) [(1 -2) (-3 1
+ +
4 -8) (3 4 2 -1
-6 5 -2 - -6 4
+ Y = =
4 -8 5 3) (3 —5}
-2 - v -6 4 -6 5
5 3) (3 -5 (4 -8
-2 - 0 - -2 -1\'(0 -1
Y = =Y =
5 3 -1 3 5 3 -1 3
Determinem la inversa de la matriu de I’esquerra:
—-2a-c=1 a=-3

-2 -1\Ya b 10 —-2b-d =0 b=-1
= j— j—
5 3 \c d 0 1 5a+3c=0 c=5
5b+3d =1 d=2
v ("3 h(0 -n_(1 0
5 2/)l-1 3) (-2 1
-6 b5 1 -2y 1 O -1 3
X: + =
A ) B B




2.7.11
a) Resol el segiient sistema matricial:

2 -3

2X =Y =
1 -5
1 -4

X+2Y =
3 -0

b) Determina les inverses X ™ i Y™, en el cas que hi existeixin.
2.7.12

4 3
2X +Y =
s 5

~5 -9
X —3Y =
2.7.13

Resol el sistema d’equacions matricial segiient:

2 -7
3X —2Y =
.-

Resol el sistema

6 1
2Y - X =
-5 8
2.7.14
. 0 10 -7 6 .
Sean las matrices A= y B= , hallar las matrices X, Y
-3 -6 15 -5
para las cuales se cumple el siguiente sistema matricial:
2X+Y =A
-3X+2Y=8B
Pais Vasco 2013
2.7.15

Determineu A% + B2 on A i B s6n les matrius solucio del sistema

1 4
2A+B=
2 0
1 _
A-B=
1 0

PAU Aragoén 2016



2.8 Jugant amb el producte de matrius.

Amb matrius no es compleixen les identitats notables.

a) NO es compleix (A+B)? = A*+2AB + B?
(A+B)*=(A+B)(A+B)=A(A+B)+B(A+B)=A’+ AB+BA+B’

Per0 ara no podem suposar que BA= AB (la multiplicaci6é de matrius no és
commutativa!), i per tant no podem suposar que AB+ BA=AB+ AB=2AB.

Anem a veure quan si es compleix aquesta propietat. Suposem que es compleix:
A’ + AB+BA+B°=A>+2AB+B*=  Elimino A* atots dos costats

AB+BA+B*=2AB+B*= Elimino B? atots dos costats
AB +BA=2AB = 2AB=AB+ AB
AB+BA=AB+ AB = Elimino AB a tots dos costats
BA=AB

Per tant, la propietat (A+ B)® = A? + 2AB + B? es compleix si i només si
AB=BA, és a dir, si les matrius commuten.

b) NO es compleix (A+B)(A—B)= A* - B?
(A+B)(A—B)=A(A—B)+B(A—B)= A2 — AB + BA— B2

i un cop més, com que no podem suposar que BA = AB, no podem cancel-lar els
termes del mig: — AB + BA =0.

Anem a veure quan si es compleix aquesta propietat. Suposem que es compleix:

A’_AB+BA-B*=A’-B*= Elimino A? atots dos costats
—-AB+BA-B*=-B’= Elimino B? a tots dos costats
—-AB+BA=0= Passo — AB a l'esquerra
BA=AB

Per tant, la propietat (A+ B)(A—B)= A* —B? es compleix si i només si
AB=BA, és adir, si les matrius commuten.

(A+B)*=A>+2AB +B?
Amb matrius: < (A—B)? = A —2AB + B? <> AB = BA (només si les matrius commuten!)
(A+B)(A-B)=A’-B?

¢) Amb nombres, ab=0=a=00b =0, i aquesta propietat no passa amb matrius.
Per exemple:

O Pl LR S S b A



2.8.1

2.8.2

2.8.3

2.8.4

2.8.5

. _ 15 0 1). 1 -1 L
Considereu les matrius A = , B= iC= ,enquemin
5 1 1 0 m n

son dos nombres reals.
a) Comproveu que es compleix la igualtat (A — B) - (A + B) = A~ B,
b) Determineu m i n de manera que les matrius B i C commutin, és a dir,
B-C=C:B.
PAU CAT CCSS JUNY 2017 1.3 (Soluci6: PAUCCSS pag. 388)

-1 1 1 3
a) Comproveu que es compleix la igualtat (A+B)(A-B)=A’*-B?,
b) Es certa aquesta igualtat per a qualsevol parell de matrius quadrades A i B del
mateix ordre? Responeu raonadament utilitzant les propietats generals de les
operacions entre matrius, sense utilitzar matrius A i B concretes.

) 3 2). 1 -2
Donades les matrius A= i B= ,

PAU CAT TEC JUNY 2012 3.4

Considereu la igualtat matricial (A+B)*=A%*+ 2AB+B>.

-1 -2 2 2
a) Comproveu si les matrius A:( 1 9 j i B :( 1 J compleixen o no la
igualtat anterior.
b) En general, donades dues matrius qualssevol A i B quadrades del mateix
ordre, expliqueu raonadament si hi ha alguna condici6 que hagin de complir

perque la igualtat de ’enunciat sigui certa.
PAU CAT TEC JUNY 2010 4.2

2 -3 -5 -1 1 1
Considereu les matrius segtients: A=|-1 4 5 |iB=|1 -1 -1
1 -3 -4 -1 1 1

a) Comproveu si aquestes dues matrius compleixen (A+B)’=A?+2AB+B?.
b) Si P i Q sén matrius quadrades qualssevol d’ordre 3, quina condicid s’ha de

produir perqué es compleixi (P+Q)°=P*+2PQ+Q*?
PAU MAT CCSS JUNY 2010 4.5

2 -3 -5 -1 1 1
Considereu les matrius seguents: A=|-1 4 5 B=|1 -1 -1
1 -3 -4 -1 1 1

a) Comproveu si aquestes dues matrius compleixen (A+B)*= A? +2A-B +B”.
b) Si P 1 Q sén matrius quadrades qualssevol d’ordre 3, quina condici6 s’ha de

produir perqué es compleixi (P+Q)? = P? +2P-Q +Q??
PAU CAT CCSS JUNY 20104.5


http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

2.8.6

2.8.7

2.8.8

2.8.9

2.8.10

: N 2 -1). 1 3
Donades les matrius seglients: A= i B=
1 0 2 -2

a) Calculeu A%+ 2AB+B2,

b) Calculeu (A+B)?.
PAU CAT CCSS JUNY 2008 5.2

) 1 -1). 1 1
Donades les matrius A= i B=
2 -1 4 -1

a) Calculeu A*B i B*A.
b) Comproveu que (A+B)*=A%*+B2.

PAU CAT TEC JUNY 2006 1.3

1 a 1 b
Donades les matrius A:(O 1] i B :(0 J ,on aibson nombres reals,

trobeu els valors de a i b que fan que les dues matrius commutin, és a dir, que
fan que es compleixi A-B=B - A.

PAU CAT TEC JUNY 2005 4.1

Considereu les dues matrius seguients:

2 -3 -5 2 2 0
A=|-1 4 5 B=-1 -1 0
1 -3 -4 1 2 1

a) Calculeu les matrius A - BiB - A.
b) Siguin C i D dues matrius quadrades del mateix ordre que satisfan
C-D=CiD-C=D.Comproveu que les dues matrius, C i D, s6n idempotents.

Nota: Una matriu quadrada s’anomena idempotent si coincideix amb el seu

quadrat.
PAU CAT TEC JUNY 2023 1.2 (Solucié: PAUTEC, pag. 789)

0 0 1
Donada lamatriu A=| 0 a 0 [, esdemana trobar els valors de a de forma
-1 0 -2

que es compleixi la igualtat A> +2A+1=0.


http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

2.9 Notes historiques.

Les matrius van ser descobertes (o inventades, com prefereixis) per el matematic
britanic Arthur Cayley (1821 — 1895)

Les podem veure per primera vegada en una publicacio seva del 1857:

10. We have, in particular,
mﬁ 1,0, 0 (:g m, 0, 0),

0,1, 0 0, m, 0

0,0,1 ’ 0, 0, m

or replacing the matrix on the left-hand side by unity, we may write

m=(m, 0, 0 ),
0, m, 0
0, 0, m

The matrix on the right-hand side is said to be the single quantity m considered as
involving the matrix unity.

Com a nota curiosa, podem observar que la notacid inicial era una mica diferent
de I’actual: La primera fila anava entre paréntesis i la resta entre barres verticals.

PEANUTS
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2.10 Més problemes PAU amb matrius.

2.10.1

Diem gue una matriu és magica si la suma dels elements de cada fila i de cada
columna té com a resultat en tots els casos el mateix valor, que s’anomena
constant magica.

El Marti ha trobat una manera de crear matrius magiques triant tres nombres
qualssevol i multiplicant-los per les matrius segients:

1 -1 0 0 -1 1 0
A=-1 0 1|, B={1 0 -1]iC=|1 1 .
0o 1 -1 -1 1 0 2 -1 2

El Marti proposa als seus amics que cadascu construeixi la seva matriu magica
particular a partir del dia del seu aniversari, del mes del seu aniversari i de la
seva edat.

a) Sabent que el Marti va néixer el 10 de marg i que té 18 anys, calculeu

10-A +3-B +18-C.

Comproveu que la matriu resultant és magica i indiqueu quina és la seva
constant magica (el valor comu de la suma de les files i les columnes).

b) El Marti ha calculat la matriu magica del seu pare, que fa I’aniversari el 8 de
setembre, i ha obtingut que la seva constant magica és 153. Quina edat té el pare
del Marti?

PAU CAT CCSS JUNY 2024 1.4 (Solucié: PAUCCSS pag. 732)


http://www.toomates.net/biblioteca2/Pauccss.pdf

2.11 Equacions matricials que es resolen amb sistemes 3x3.
2111
2 a
Determina totes les matrius quadrades 2x2 de la forma X = [b C] i que
2 -2 -1 -
X+ X
6 0 11 -
sigui la matriu nul-la.

Avrag6 Juny 2003



3 Determinants.

3.1 Determinant d’una matriu 2x2.

Férmula del determinant d'una matriu 2x2.

a b
Donada una matriu A = [c dj de dues files i dues columnes, definim el

determinant associat a A com

A=

a b
‘:a'd—ob
c d

Exercici resolt.

3.1.1

3.12

2 4
Calcula el determinant de la matriu A= [3 7]

Solucio:
|A| =2-7-3-4=14-12=2

Calcula el determinant de les segilients matrius:

2 5 -3 2 4 -5 -5 3
a) b) c) d)

3 4 5 1 -7 -3 -4 -2

Trobeu, si existeix, una matriu A quadrada 2x2 que compleixi les segiients
condicions:
1) Coincideix amb la seva transposada.

e . . 1 1 1 -1) (-3 -3
2) Verifiqui I'equacié matricial =
-1 -1) (0 1 3 3

3) El seu determinant val 9.

PAU ZARAGOZA JUNY 2000



3.2 Determinant d’una matriu 3x3.

Férmula del determinant d'una matriu 2x2.

a b c
Donada una matriu de tres files i tres columnes A=|d e f |, definim el seu
g h i
determinant amb I’anomenada “Regla de Sarrus”:
+ + +
a_ b 6| a b
detA = d\K\‘&\d\‘e:aei—bengcdh—
g~ h-%i g *h
Exercici resolt.
-2 2 -3
Calcula el determinant de lamatriu A=| -1 1 3
2 0 -1

Solucio:
A=(-2)1:(-1)+2:3:2+(-3)-(-)-(0)-(-3)}1-2(-2)-3:0-(2)- (-1 (- =
=2+12+0-(-6)-0-2=18

3.2.1
Calcula els segiients determinants:

1 0 -2 0 0 5 3 5 5 4 0 3
-3 2 0|b|-2 4 -1/ ¢|-2 0 1|d|-5 0 0
1 -2 -5 3 -1 -1 0 -3 4 0 -3 -5

3.2.2
Resol les seglients equacions:

0 0 x+3 0 -5 0
a) Bx+2 0 0 |[=0 b)PBx+1 -1 0 [=0
-3 -2 0 6 5 2x+3
3.2.3
1 1 1
Calculael determinant |a b ¢
a’> b* ¢

PAU ZARAGOZA 2008



3.3 Propietats dels determinants.

Llista de propietats dels determinants.

1. El determinant d’una matriu coincideix amb el de la seva transposada.
Det(A) = Det(A")

2. Si en una matriu intercanviem dues files (o dues columnes), el determinant
canvia de signe.

2 0 9 -1 3 -4
Exemple:  A=|-1 3 —4|=|A=5,A=[2 0 9 |=|A|=-5
0 7 2 07 2

3. Si en una matriu multipliquem per un mateix nombre tots els elements d’una
mateixa fila (o columna), el determinant queda multiplicat per aquest nombre.

Exemple:
2 0 9 2-7 0-7 97 14 0 63
A=l-1 3 -4|=|-1 3 -4
A=|-1 3 -4 :>|A|=5 0 7 5 0 7 2
o 7 2

=|A,|=7-5=35

4. Si una matriu quadrada té una fila (o una columna) de zeros, el determinant €s
zero.

5. Si a una fila (o0 a una columna) d’una matriu hi sumem una combinacid lineal
de les altres, el determinant no varia.

Consequeéncies:

- Si una matriu quadrada té dues files (o dues columnes) iguals, el determinant és
zero.

- Si una matriu quadrada té dues files (o0 dues columnes) proporcionals, el
determinant és zero.

- Si una matriu quadrada té una fila (0 una columna) que és combinacio lineal de
les altres, el determinant és zero.

6. Per a qualsevol fila o columna d’un determinant es compleix que:

a'11 a‘12 a13 + b13 all a‘lZ a13 all a12 b13
aZl a‘22 a23 + b23 = a21 a22 a23 + a21 a22 b23
a‘31 a‘32 a33 + b33 a31 a‘32 a‘33 a3l a'32 b33

7. El determinant del producte de dues matrius és igual al producte dels
determinants.

[A-B|=|A-|8



3.3.1

3.3.2

3.3.3

3.34

3.35

- . 2 -1). 11
Siguin les matrius A= i B= :
-6 3 2 2
a) Calculeu A-B i B-A.
b) Justifiqueu que si el producte de dues matrius quadrades no nul-les té per
resultat la matriu nul-la, aleshores el determinant de totes dues matrius ha de ser

Zero.

PAU CAT TEC SET 2019 5.3 (Solucié: PAU TEC Pag. 558)

Siguin A,B i C matrius quadrades d’ordre n.

a) Expliqueu raonadament si és possible que det A#0, det B#0 i det (A-B) = 0.
Si és possible, poseu-ne un exemple.

b) Si sabem que det A#0 i que A-B=A"C, expliqueu raonadament si podem
assegurar que B=C.

PAU CAT TEC JUNY 20105.4

Comprova que el determinant de la matriu

-3 1 1 1
1 -3 1 1
1 1 -8 1
1 1 1 -3

és nul sense desenvolupar-lo. Explica el procés que has seguit.

PAU Zaragoza Juny 94

Sigui U una matriu quadrada nxn amb tots els seus elements iguals a 1, sigui I,
la matriu unitat nxn, i sigui a un nombre real. Escriu la matriu aU-al, i calcula els

seu determinant.
PAU Zaragoza Juny 95

Calcula, sense desenvolupar, el determinant de la seglient matriu, enumerant les
propietats dels determinants que has utilitzat:

5111

3 I e N N

R N

1
3
1
1

1
1
4
1

o1 o1 o1 O1

PAU Zaragoza Setembre 95


http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

3.3.6

3.3.7

3.3.8

3.3.9

3.3.10

Sigui A una matriu quadrada d'ordre 3.

a) Si sabem que el determinant de la matriu 2A és |2A| = 8, Quant val el
determinant de la matriu A? Escriu la propietat dels determinants que hagis fet
servir per a obtenir aquest valor.

b) Calcula per a quins valors de x es compleix |2A| = 8, on A és la matriu

X 1 1
A=lx+1 2 2
x 2-x 1
PAU Extremadura SET 2007
Xy z x 1/4 4
Teninten compteque 1 0 2/=1,determinaelvalorde|ly 0 4
1 1 3 z 1/2 12
PAU ZARAGOZA MAT2 JUN 2008 1.A.b
a b c
Teninten compteque [p g r|=7, calcula el valor del seguent determinant
X y z

3a 3b 3c
sense desenvolupar-lo: (a+p b+qgq c+r
-Xx+a —-y+b -z+c

PAU ZARAGOZA MAT2 SET 2006 B.1

Calcula el seglient determinant, sense fer servir la regla de Sarrus:

a® ab ab
ab a® b’
ab b*> a’
X -3 z/2 z+7 3
Sisabemque |y O =6, calculael valorde [y/2 'y 3
z 7 x/2 x-3 3
x =3 1 2
y 1 2
z 1 2
0 0 2



3.3.11

a b c
Silamatriu A=|d e f |téelseudeterminantigual an, troba, fent servir les
g h i
propietats dels determinants, el valor del determinant de les matrius segtients:
6d 4e 2f d+f e f+e
B=|3g 2h i |C=|a+c b c+b
9a 6b 3c g+i h i+h
3.3.12
-2 4 2
Donada lamatriu A={ -1 m m
-1 2 1
a) Estudia el rang d’A segons els valors de m.
b) Calcula el determinant de la matriu A™.
PAU MADRID 2015
3.3.13
Si sabem que el valor del determinant
X y 2
1 01
2 4 6
és igual a 1, calcula el valor dels determinants
3 0 1 2+X 44X 6+X
a) 3x 2y z b) 3x-1 3y 3z-
6 8 6 3 4 7
PAU MADRID 2014
3.3.14
Comproveu, aplicant les propietats dels determinants, la identitat:
a> ab b?
2a a+b 2b/=(a-h)’
1 1 1
PAU MADRID JUNY 2003 Opci6 B
3.3.15

1 1 1
Demostraque [a b c|=(b—a)c—a)c-b)
a’ b® c?



3.4 Determinant de matrius de dimensio superior.
Métode del calcul d'un determinant per adjunts.

Menor complementari d’un element.
Donada una matriu quadrada A d’ordre n, anomenem menor complementari de

I’element a;;, i ho escrivim «;;, el determinant d’ordre n-1 que esta format per

tots els elements de A excepte els que pertanyen a la fila i a la columna j.

Exemple:
6 4 -2 7
4 -2 7 6 4 7
1 0 6 -3
A= , 0y =12 -1 —-8=506, a;,=|1 0 -3=76
-5 2 -1 -8
4 9 6 0 4 6
0 4 9 6

Adjunt d’un element.

Donada una matriu quadrada A d’ordre n, anomenem adjunt de I’element a;; , i
ho escrivim A;;, el menor complementari de a;; ,amb el seu signe o amb el signe

canviat, segons si i+ j és parell o imparell, respectivament:

+ - +
— + J— ivi
Lo 4 A =(-D Jaij
Exemple:
6 -2 7
Amb la matriu A anterior, A,, =—1 6 —3 =-453
0 9 6

Desenvolupament d’un determinant pels seus adjunts.
El determinant d’una matriu quadrada d’ordre n €s igual a la suma dels

productes dels elements d’una fila o d’una columna qualsevol pels adjunts
corresponents.

Exemple:
Amb la matriu A anterior, desenvolupant per la segona fila:
|A| =1-A,;+0-A,+6-A,+(-3)-A, =

4 -2 7 6 -2 7 6 4 7 6 4 -2
=1.(-D2 -1 -8+0:-5 -1 —8+6-(-1)-5 2 —8+(-3)-|-5 2 -1|=
4 9 6 0 9 6 0 4 6 0 4 9

—1-(~1)-506 +0- 21+ 6-(~1) - 244 + (~3)-352 = —3026



341
Calcula el determinant de les seglients matrius:

00 1 O -7 3 5 7
37 3 0 -4 0 -6 0
a) b)
6 4 -4 -6 4 0 0 3
30 5 2 1 0 -7 4
-1 0 6 -6 0 -7 2 6
5 3 0 -5 -5 0 0 -3
c) d)
6 0 -2 0 -1 -2 -4 7
2 -4 0 2 0 0 5 -5
3.4.2
Calcula el determinant de les segiients matrius:
-3 0 3 -3 2 -2 -4 -2 4 0 4 -3
-4 -3 3 -4 -1 3 -1 -4 -1 -4 3 -1
a) b) c)
3 1 -2 =2 -2 0 3 1 -4 1 2 -1
-3 -4 -1 4 1 -1 4 1 2 -2 4 2

3.4.3
Sabent que ad —bc = 3, calcula de forma raonada els determinants de les
seguents matrius:

0 0 01 01 00 0 0 cd
A a 0 c O B 1000 c 0 0 awb
01 0O 0 0 c a 0100
PAU EUSKADI MAT2 JULIO 2004 A.A
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3.5 Nota historica.

Els determinants apareixen per primer cop en la resolucio de sistemes
d’equacions lineals el 1772 de la ma d’Alexandre-Théophile Vandermonde
(1735-1796) i s’apliquen ja el segle XIX a la teoria de I’eliminacio,
transformacio de coordenades, canvi de variable, etc.

La paraula “determinant” fou introduida per Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
en I’estudi de certes formes quadratiques, pero el tractament sistematic i gairebé
actual és degut a Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) I’any 1815, que prova
entre altres propietats la regla de Laplace (demostrada ja per Pierre-Simon de
Laplace (1749-1885) el 1825), i a James Joseph Sylvester (1817-1897), que
I’aplica a problemes de la teoria d’equacions.

Leopold Kronecker (1823-1891) i Karl Wilhelm Weierstrass (1815-1897)
(segons alguns el millor professor que mai no hagi tingut una Universitat)
introduiren en llurs cursos a Berlin els determinants com a formes multilineals
alternades.



4 Rang d’una matriu.

4.1 Definicid, propietats, metode de Gauss.

Definicio. Rang d’una matriu.
El rang d’una matriu es el nombre de files no nul-les després de fer la
triangularitzacié de Gauss. El representem per Rang(A).

Observacio: Una definicid equivalent és: el rang d’una matriu és el nombre de
files o columnes linealment independents que té la matriu. Pero aquesta definicio
necessita haver introduit préviament el concepte de vectors i de dependéncia
lineal.

Propietats del rang.
a) El rang d’una matriu €s, com a maxim, el menor del nombre de files o
columnes.
b) Si en una matriu intercanviem dues files o dues columnes, el rang no canvia.
¢) Si multipliquem o dividim tots els elements d’una fila o d’una columna per un
nombre diferent de zero, el rang no canvia.
d) El rang d’una matriu i la seva transposada ¢s el mateix: Rang(A)ZRang(AT)
e) Podem substituir qualsevol fila o qualsevol columna d’una matriu per una
combinacio lineal seva amb altres de paral-leles i el rang no canvia.

Calcul del rang pel metode de Gauss.
La propia definicié de rang d’una matriu ens indica el métode que farem servir
per trobar-lo: El rang sera el nombre de files diferents de zero que quedin a la
matriu després de triangularitzar-la mitjancant el métode de Gauss.

Exemple resolt.

1 2 3
. 3 4 -1
Calcula el rang de la matriu A=
4 5 0
2 3 4
Solucio6:
1 2 3)\ror-3r(l 2 3 1 2 3
F3—>F;-4F F3—>F;-3F,
3 4 —1|R-R-2R0 —2 —10|FReR|0 —1 =2 |R-FR-2R
= = =
4 5 0 0 -3 -12 0 -3 -12
2 3 4 0o -1 -2 0 -2 -10
1 2 2
0 -1 -2 F‘,»F4 Fs _
:>RangA:4—1=3
0 O
0 O



4.1.1 Exercici del Youtube =2
Determina el rang de les seglients matrius, mitjancant una triangularitzacio

Gauss-Jordan.
AB

a) A=

~N O B~ WP

coO O oo NN b~

4.1.2 Exercici del Youtube &2
Como calcular el rango de una matriz. Método de Gauss.
https://youtu.be/nV-CxvbQR(g8 (lasmatematicas.es)

-1

3 7 4 -1
by B=|2 11 -6 17
5 -1 24 -37

Solucié: https://youtu.be/RjG6mGwA41-8 (Mates con Andrés)



https://youtu.be/RjG6mGw41-8
https://youtu.be/nV-CxvbQRq8

4.2 Calcul del rang d’una matriu per determinants.

El rang d’una matriu és I’ordre maxim dels menors de la matriu que no sén 0.
L’ordre d’una matriu A s’indica rang(A). Per a trobar-lo, s’han de calcular
menors d’ordre maxim, per si n’hi hagués algun de diferent de 0; si no és aixi, es
calculen tots els menors d’ordre una unitat menor, per si n’hi hagués algun de
diferent de 0. T aixi successivament. L’ordre del primer menor diferent de O sera
el rang de la matriu.

Aplicant aquest procediment sempre trobarem el rang de la matriu. Segons la
matriu que utilitzem el procediment podria abreujar-se, pero aixo no ho podem
garantir sempre. Per tant, encara que de vegades el procés s’allargui una mica, és
convenient seguir aquesta guia:

1. Es busca un menor d’ordre 1 no nul.
- Si no existeix, aleshores el rang(A)=0, i el procediment s’ha acabat.
- Si existeix, aleshores el rang(A) és com a minim 1, i continuem amb el
pas seguent.

2. Es calculen els menors d’ordre 2 que contenen el menor d’ordre 1 anterior.
- Si tenen determinant 0 o no existeixen, aleshores, el rang(A)=1.
- Si n’existeix un de diferent de 0, aleshores, el rang(A) és com a minim
2, i continuem amb el pas seglent.

3. Es calculen els menors d’ordre 3 que contenen el menor d’ordre 2 anterior.
- Si son 0 o no existeixen, aleshores, el rang(A)=2.
- Si n’existeix un diferent de 0, aleshores, el rang(A) és com a minim 3, i
continuem amb el pas seguent.

4. Es va repetint el procés fins que no sigui possible fer menors d’ordre superior.

Es evident que el procediment sempre s’aturara en algun moment, i donara un
valor concret per al rang de la matriu.

4.2.1 Exercici del Youtube &
Determina el rang de la seguient matriu, mitjancant el métode dels determinants.

1 -1 2
A=
(2 -2 4}

Solucié: https://youtu.be/[HP6TdVUT50 (unicoos)

4.2.2 Exercici del Youtube @
Determina el rang de la segiient matriu, mitjancant el métode dels determinants.

1 011
B=|-1 2 3 2
0 2 4 3

Soluci6: https://youtu.be/xklVUv8-cZI (unicoos)



https://youtu.be/jHP6TdVUT5o
https://youtu.be/xklVUv8-cZI

4.2.3 Exercici del Youtube =2
Determina el rang de les seglients matrius, mitjancant el métode dels
determinants.

1 2 1 130
a) A=|3 -1 2 b)B=|2 6 1
4 1 5 391

Solucié: https://youtu.be/mGw7BE6nIBA (Mates con Andrés)

Exemple resolt.
Determina el rang de la segiient matriu, amb el métode dels determinants.

1 0 2 4
A=/1 0 3 -1
2 21 O

Solucio:
Seleccionem el valor 1, que no és 0, de la primera fila/primera columna.

1
2. Prenem un menor L ol 0 que inclou I’1 del menor anterior. Per tant, cal

10 .
mirar un altre menor que també contingui 1’1. Prenem ‘2 2‘ =2, diferent

de 0, per tant, el rang és com a minim 2.

. . . 1 0
3. Prenem un menor que inclogui el menor anterior (2 ZJ' Per exemple,

1
1 —2, per tant, diferent de 0. El rang és com a minim 3.
2

N O O
P W N
I

4. No hi ha cap menor d’ordre 4, per tant, el rang de la matriu és 3.

Font: https://www.mdx.cat/bitstream/handle/10503/30496/C%2011MatricesDeterminantes.pdf

4.2.4 Exercici del Youtube @
Determina el rang de les seglients matrius, mitjancant el métode dels
determinants:

3 7 4 -1
A=|2 11 -6 17
5 -1 24 -37

Solucid: https://youtu.be/i9ADhp9Xo3A (Mates con Andrés)



https://youtu.be/mGw7BE6nJBA
https://www.mdx.cat/bitstream/handle/10503/30496/C%2011MatricesDeterminantes.pdf
https://youtu.be/i9ADhp9Xo3A

4.3 Rang d’una matriu amb parametres.

4.3.1 Exercici del Youtube &2
Determina el rang de les seglients matrius, en funcié del parametre.

12 a 1 -k 3 -2
a)A=|1 1 a b)B=|-3 6 -9 6
a 01 k -4 6 -4

Solucié: https://youtu.be/81HgVW-NQOQ (Mates con Andrés)

4.3.2 Exercici del Youtube @@
Determina el rang de les segtients matrius, en funcié del parametre.

1 2 3 1
A=l1 t 3 2
1 8-3t 3 -2

Solucié: https://youtu.be/AU-rN96Awgs (Mates con Andrés)

4.3.
>3 En cada apartat, determineu el rang de la matriu en funcio del parametre.
k k k? 2a -2 a’
a) A= 1 -1 Kk by B=(-1 a -1
2k -2 2 2 1 a
2 a+l 1 m m-1 m(m-1)
c)C=(2a O 1 dD=m 1 m
2 0 a+1 m 1 m-1
2 1 -a
e) E={2a 1 -1
2 a 1
4.3.4
1 a 3
Considereu lamatriu A=|2a 5 3a|, que depén del parametre a.
7 4a 9
a) Calculeu el rang de la matriu A per als diferents valors del parametre a.
X 1 2 3 0
b) Si X =| y |, resoleu I’equaci6 matricial segiient: [4 5 6 |- X =|0|.
z 7 8 9 0

PAU CAT TEC SET 2022 3.3 (Solucié: PAUTEC pag 762)



https://youtu.be/81HgVW-NQOQ
https://youtu.be/AU-rN96Awgs
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

435

4.3.6

4.3.7

4.3.8

439

a -3 0
Sigui lamatriu A={ 4 a-7 1 |,enque a ésun parametre real.
1 -1 -1

a) Estudieu el rang de la matriu A per als diferents valors del parametre a.
b) Comproveu que per a a=+4 la matriu A es invertible 1 que es verifica que
A=A

PAU CAT TEC SET 2020 4.4

1 a a’
Considereu lamatriu M =|1 a+1 (a+1)*|pera aclR.
1 a-1 (a-1?

a) Calculeu el rang de la matriu M en funcid dels valors del parametre a.
b) Discutiu i resoleu el sistema d’equacions lineals

X 1
M-lyi=|1
Z 1

segons els valors del parametre a.

PAU CAT TEC JUNY 2014 3.1

=X e

1 k
Determineu el rang de la matriu A=|1 1| en funci6 del parametre k.
k 1

PAU CAT TEC SET 2012 4.1

1 2
Considereu lamatriu A=|a b |. Trobeu els valors dels parametres a i b
b a’

perque la matriu tingui rang 1.
PAU CAT TEC JUNY 2009 3.1

Donada la matriu segiient dependent d’un parametre m:

1 1 2
A=2 m 2m
m 2 2+m

Estudieu-ne el rang segons els valors de m.

PAU CAT TEC SET 2007 3.2 (primera part)



4.3.10

1 0 -1
Sigui lamatriu A={4 1 —m|. Determineu els valors de m per als quals
0O m 3

rang(A) < 3. Pot ser rang(A) =1 per a algun valor de m?

PAU CAT TEC JUNY 2006 3.4

4.3.11
1 3 1
Determineu el rang de la matriu A=| 1 a®+a+1 a | en funcié del valor
-1 a-4 a-2
del parametre a.
Indiqueu quan existeix la inversa de la matriu A.
PAU ZARAGOZA JUNY 1996
4.3.12
1 a 1 -1
Trobeu el rang de lamatriu A=/0 1 a-1 0 |segons sigui el valor del
11 a -1
parametre a
PAU ZARAGOZA SETEMBRE 1997
4.3.13
Estudia el rang de la segiient matriu en funcié del parametre m:
m+1 1 1
1 m+1l 1

1 1 m+1

4.3.14 Exercici del Youtube =3
Estudia el rang de la segiient matriu en funcié del parametre k:

k 1 -2
-1 -1 k
1 1 1

Solucié: https://youtu.be/wTcPjOMOKbc (profesorlOdemates)

Exercici del Youtube @
Rang d’una matriu amb parametres:
https://youtu.be/coPTA_i-QVQ (Mates con Andrés)



https://youtu.be/wTcPjOMOkbc
https://youtu.be/coPTA_i-QVQ

4.4 El Teorema de Rouché-Frobenius.
Donat un sistema de m equacions i n incognites:

a; X, +a,X, +..+a,,X, =b,

1n “*n
A, X, +a,X, +...+ 8, X, =h,

A X, +a,,X, +...+a,,X, =b,

Obtenim la matriu del sistema M i la matriu ampliada M, :

& ap &y &, ap &y b1
a a a a a a

M =| & 22 2n Ma _| % 22 2n | M2
aml am2 amn a'ml a'm2 amn bm

El sistema és Compatible si i només si rang M = rang M,. Si no, és un sistema
Incompatible.

Si el sistema és compatible:

Sirang M =rang M,=n, el sistema és Compatible Determinat (té
solucid unica)

Si rang M =rang M,< n, el sistema és el sistema és Compatible
Indeterminat, amb n-k graus de llibertat, o també podem dir que les
incognites es poden expressar en funcio de n-k parametres.

Teorema de Rouché-Frobenius aplicat als sistemes homogenis.
Recordem que un sistema d’equacions és homogeni quan tots els termes
independents son zero:

3X—-2y+4z=0
5x+y-3z2=0
2X—-y+2=0
Un sistema homogeni sempre té com a solucio x=y =z =0, per tant sempre

sera compatible.
Amb el llenguatge dels rangs: Sempre rang(A) =rang(A') perque ampliem la

matriu de coeficients amb zeros.

Per tant, el teorema Rouché-Frobenius se simplifica:
- rang(A) =rang(A’)=n Sistema Compatible determinat (soluci6 x=y=2z=0)
- rang(A) =rang(A’)<n Sistema Compatible indeterminat.



5 Matriu inversa.
5.1 Definicié i propietats.

Definicié de matriu inversa.

La matriu inversa d’una matriu quadrada A d’ordre n és una matriu A~ que
compleix
A-At=1, A'A=I

n

on | és la matriu identitat d’ordre n.

n

Les matrius que tenen matriu inversa les anomenem matrius regulars o
invertibles, i les que no en tenen, matrius singulars.

Observacio.
Com que la multiplicacio de matrius no és commutativa, podriem pensar en
I’existéncia de matrius inverses laterals diferents:
Inversa per la dreta: AB=1
Inversa per I’esquerra: CA = |

Pero existeix la seguent propietat, que malauradament no podem demostrar amb
les eines basiques que tenim:

Si A'i B s6n matrius quadrades, A-B=1=B-A=1

1 per tant, una inversa per la dreta sera també una inversa per I’esquerra, i una
inversa per 1’esquerra sera també¢ una inversa per la dreta.

Propietats de la matriu inversa.
- La inversa de la matriu inversa es la matriu original.

-1
(A7) = A
- La inversa del producte de dues matrius €és el producte de les inverses de les
matrius canviant-ne 1’ordre.

(A-B)'=B™*- A"
- La inversa de la transposada d’una matriu és igual a la transposada de la matriu

inversa.
()= (a)

Caracteritzacié d’una matriu invertible mitjancant determinant:

Una matriu quadrada A sera invertible si y només si det(A) =0




5.1.1

512

5.1.3

5.14

Determina les matrius que siguin invertibles:

1 - -5 -4 -5 -2 31 0 -1
a) b) c) d) e)

-3 3 2 5 -2 =2 31 -1 2

0
11, que depén dels parametres a, b i c.
C

o T -

a
Sigui lamatriu X =| 0
0

a) Calculeu les matrius X tals que X? =

o o K
o L o
=T

b) Determineu els valors de a, b i ¢ perque la matriu inversa de X sigui
1/2 -1/2 -1/2

X*=|0 1 1
0 0 -1

PAU CAT TEC JUNY 2022 2.5 (Soluci6: PAUTEC pag. 737)

a a 0
Sigui lamatriu A=| 2 a+1l a-1 |,enqueaésun parametre real.
2a+1 0 -a-3

a) Trobeu per a quins valors de a la matriu A és invertible.
b) Comproveu que, per al cas a = 3, la matriu A és invertible 1 resoleu I’equacid

6 3 3
matricial AX=B-3l,enqué Béslamatriu B=|2 5 2|.
11 4

PAU CAT TEC SET 2021 1.5 (Solucié: PAUTEC pag. 696)

1 0 «a
Sigui lamatriu A=|a 0 -1, en qué a és un parametre real.
2 -1 1

a) Hi ha algun valor de « € IR tal que A no tingui inversa per a aquest valor?
b) Calculeu la matriu inversa de A per a a = 0.

PAU CAT TEC SET 2018 3.4


http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

5.15

5.16

5.1.7

5.1.8

5.1.9

-1 0 1
Considereu la matriu A=| 0 -1 0].
1 1 1
1 00
a)Si A=| 0 1 0 |éslamatriuidentitat d’ordre 3, calculeu per a quins valors
0 01

de k la matriu A+kl té inversa. Trobeu, si existeix, la matriu inversa de A — 2I.
b) Calculeu la matriu X que satisfa lequacio X * A+ AT=2+X, enqué A’ és la
matriu transposada de la matriu A.

PAU CAT TEC JUNY 2018 5.6

1 2
o : _ -1t 2
Siguin les matrius M =/ 0 —-1|i N= L 0
t 2

a) Calculeu M - N i comproveu que la matriu resultant no és invertible.
b) Trobeu els valors de t per als quals la matriu N - M és invertible.

PAU CAT TEC JUNY 2018 1.2

Siguin les matrius

2 a1l 5 b 8 2 4 7
A=|/1 b 4|, B=|1 ¢ 3|, C=|-1 5 5
3 ¢ 5 4 a 3 -b —-a -2

on a, b i ¢ sdn parametres reals. Calculeu el valor d’aquests parametres perque

cap de les tres matrius tingui inversa.
PAU CAT TEC SET 2013 1.4

Es consideren les matrius

1 2 m
A= B=
L5

on m és un nombre real. Trobeu els valors de m per als qué AB és invertible.

o 3 -
N O w

PAU CASTILLA Y LEON 2003

20 2 2
matriu B+m A no té inversa.

11 31
Donades les matrius A = ( j B :( j trobeu per a qué valors de m la

PAU CASTILLA Y LEON 2002



5.1.10

1 1 1
Donada lamatriu A={1 -1 0 |, determineu per a quins valors del parametre
1 00 m
m existeix A™. '
PAU CASTILLA Y LEON 1999
5.1.11
1 2 a
Donada lamatriu P=2 a+1 0|, determineu els valors del nombre real a
3 4 5
per als qué existeix la matriu inversa de P.
5.1.12

c+d

Donada la matriu A=
2c c+d

j , determina per a quins valors de ci d la
matriu té inversa.

PAU CASTILLA Y LEON 2006

& Criptografia con matrices, el cifrado de Hill
https://culturacientifica.com/2017/01/11/criptografia-matrices-cifrado-hill/



https://culturacientifica.com/2017/01/11/criptografia-matrices-cifrado-hill/

5.2 Determinaciéo d’una matriu inversa 2x2 mitjancant equacions.

Determinacio d’una matriu inversa 2x2 mitjancant formula.

M N

Determinacié d’una matriu inversa 2x2 mitjancant equacions.

Exercici resolt.

1 2
Determineu la matriu inversa de A= ( 1 J

Solucio: Si volem determinar la matriu inversa d’una matriu “petita”, per
exemple 2x2 com aquesta, ho podem fer mitjancant_un sistema d’equacions. En
general aquest metode no és acceptable per matrius 3x3.

. . (a b 1 2Ya b 10
Per definicio, volem una matriu tal que =
c d -1 1)c d 0 1

és a dir,
a+2c b+2d B 10
—a+c -b+d) (0 1
a+2c=1
b+2d=0

—-a+c=0
-b+d=1

0 equivalentment:

Hem reduit el problema a resoldre un sistema de quatre equacions i quatre
incognites. Ara bé, observem que aquest sistema es pot separar en dos sistemes
2x2 independents:

La primera i la tercera equacio formen un sistema per a les incognites a i c:

a+2c=1 » 1 1
amb solucié a==, c==
-a+c=0 3 3
| la segona i quarta equacio formen un sistema per a les incognites b i d:
b+2d=0 . -2 1
amb solucié b=—, d ==
-b+d=1 3 3

| per tant la matriu inversaés A™ = (

7 %j
oK



521

5.2.2

5.2.3

5.2.4

5.2.5

Calcula la matriu inversa de les segiients matrius :
2 2 8 2
a) b)
0 - -1 0

. . a <
Considereu les matrius M de la forma M :( OJ’ en qué a és un nombre

real.

3 2a
a) Determineu a de manera que M? =( 24 J.

: 0 1 . )
b) Determineu a de manera que M ™ =( 2} , en qué M representa la matriu
inversa de M. Es a dir, M * M= I, en qué I és la matriu identitat d’ordre 2.

PAU CAT CCSS JUNY 2018 1.1 ( Solucié: PAUCCSS pag. 409)

X —
Considereu les matrius quadrades d’ordre 2 de la forma M = ( 2, q j ,amb
y-+ X

X 1y nombres reals.

a) Comproveu que la matriu M és sempre invertible, independentment dels
valorsde x i dey.

b) Perax=1iy=-1, calculeu M.

PAU CAT TEC JUNY 2017 1.5
. a 0 o
Trobeu totes les matrius de la forma A= b1 que siguin inverses d’elles
. . : , (10
mateixes, és a dir, que A" = 0 1)’

PAU CAT TEC SET 2015 5.6

-3 1 -2
a) Una matriu B, la primera fila de la qual és (2, 1), té dues columnes i compleix

. . 1 -1 3
Considereu la matriu A= .

1 3
que A-B =(1 Zj' Completeu-la.
b) Calculeu (A-B)™".

PAU CAT CCSS SET 2011 2.5


http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

5.2.6

. ) 2 1 3 5). 10
Considereu les matrius A= ,B= iC= )
11 1 2 2 1

a) Calculeu les matrius inverses de A i de B.
b) Determineu una matriu X de manera que A-X-B=C.

PAU CAT CCSS JUNY 2011 4.3

5.2.7
Donades les matrius seglients:
-1 0 1 2 2 0
A= B= C=
1 1 2 3 -1 2
a) Calculeu AtiB™
b) Determineu X perqué es compleixi I’equacio A-X-B=2C.
PAU CAT CCSS JUNY 2010 5.6
5.2.8

_ 2 3 - o )
Donada la matriu B = [1 J, utilitzeu la matriu inversa B per trobar una

1 4
matriu X tal que B-X-B:[3 2).

PAU CAT TEC SET 1998 3.1

5.2.9 Exercici del Youtube 2

1 2
Determina la matriu inversa de A= (3 4)

Solucié: https://youtu.be/SPOUNNMJby0 (Aula de estudios JM)

5.2.10 Exercici del Youtube 3

2 0
Determina la matriu inversa de A= [4 3}

Solucié: https://youtu.be/wfDoPGfo2fE (Equaciona Com Paulo Pereira)

5.2.11 Exercici del Youtube 3

2 -
Determina la matriu inversa de A= [1 1 j

Solucién: https://youtu.be/Ai’Y mucx5H4w (Liceo Rivas)



https://youtu.be/SPOUNNMJby0
https://youtu.be/wfDoPGfo2fE
https://youtu.be/AiYmucx5H4w

5.2.12 Exercici del Youtube 3

1 2
Determina la matriu inversa de A=(3 6j

Solucién: https://youtu.be/z1pA 2J-09w (Liceo Rivas)

5.2.13 Exercici del Youtube 2
4+K

k
Determina els valors de k per als qué la matriu A= (1 Lok
+

J no té inversa.

Solucid: https://youtu.be/nrlZn-FFG4U (NO ENTIENDO NADA)

5.2.14 Exercici del Youtube 3

-5
té inversa.
10 -a —J

a) Determina els valors d’a per als qué la matriu M =(

b) Determina la matriu inversasi a=0.

Solucié: https://youtu.be/bFrTp6MEYL8 (lasmatematicas.es)

5.2.15
-1 —
Comprova que la matriu A=( 1 J és inversible i calcula la seva inversa.
5.2.16
. . . . a+l 1 i
Determina els valors del parametre a per als que la matriu A= a-3 a3 té
inversa.
CyL 2020
5.2.17
n-1
Donada la matriu A:[ 1 j , determina tots els valors de n per als que la
matriu A® té inversa.
CyL 2021
5.2.18
Considerau les seguents matrius:
0 2
k 1 0
M = , N=| k -1
2 -1 3k
-2 3

a) Estudiau per a quins valors de k és M - N invertible.
b) Calculau la inversade M -N pera k=1

Balears 2021 (Balears pag. 653)



https://youtu.be/z1pA_2J-09w
https://youtu.be/nrlZn-FFG4U
https://youtu.be/bFrTp6MEyL8
http://www.toomates.net/biblioteca/Balears.pdf

5.2.19
. 4 1 1 2 0 -1
Donades les matrius A= , B= \

-1 0 -2 -11 0
0 -1 2 1
C=
1 0 -3 0

a) Determina A™.
b) Aplicant el resultat de I’apartat anterior, resol I’equacié matricial

AX+C=B.
Galicia 2005
5.2.20
. X . . a a
a) Determineu els valors del parametre a per als qué la matriu A :( 1 aJ
tingui inversa.
b) Trobeu la matriu inversa de A per al cas a=-2.
5.2.21
2
Determina els valors de m per al qué la matriu M :( ) ] tingui inversa.
2 m +m
5.2.22

, determina els valors de A4

1

) 1 2 21).
Donades les matrius A= i B=| A
1 -1 -1 0

N O W

per als qué la matriu AB té inversa.

5.2.23 Exercici del Youtube 3

: . : k k -
Determina els valors de k per als qué la matriu A= (1 ) no té inversa.

1+k

https://youtu.be/nriZn-FFG4U (NO ENTIENDO NADA)

5.2.24 Exercici del Youtube 3

-5 a ).,
te Inversa.
10 —a—J

a) Determina els valors d’a per als qué la matriu M =(
b) Determina la matriu inversasi a=0.

https://youtu.be/bFrTp6MEYL 8 (lasmatematicas.es)



https://youtu.be/nrlZn-FFG4U
https://youtu.be/bFrTp6MEyL8

5.3 Determinaci6 d’una matriu inversa 3x3 per adjunts.

Matriu de menors complementaris.

S’anomena menor complementari de I’element a;;, i es designa per M, el

ij?
determinant de la matriu complementaria de I’element, és a dir, la matriu que
resulta d’eliminar la fila i i la columna j.

-1 3 1 -1 3 1 5
-1 3 5
2 6 0 3 2 6 0 3
M = =M, = =l-4 4 -5
-4 4 5 -5 -4 4 5 -5
7 -2 1
7 -2 2 1 7 -22 1

La matriu de menors complementaris és la matriu formada per tots els menors
complementaris d’A.

L’adjunt d’un element. Matriu d'adjunts.

S’anomena adjunt de I’element a,, i es designa per A, , el menor

ij? ij?
complementari M ;, precedit pel signe + o -, segons que la suma dels subindexs
doni un nombre parell o senar (a la practica el que fem és anar canviant el signe

de les posicions alternes ).

La matriu d’adjunts d’A és la matriu formada per tots els adjunts d’A, i es
designa per Adj(A).

Determinacié de la matriu inversa per determinats.
Una matriu quadrada A té inversa A~'si i només si det(A) =0, i en aquest cas

A* L

= mAdj(A)

on Adj(A) és la matriu d’adjunts d’A.



Exercici resolt.

Determineu la inversa de la matriu: A=

N O DN
B~ w
D N -

Solucio6:

En primer lloc determinem la matriu M de menors complementaris:

M =‘3 2‘:10 M =‘0 2‘:—4 M =‘0 3‘=—6
170 6 27 6 ®2 4
-4 1 2 1 2 -4

M21—‘4 6‘=—28 MH:‘2 6‘:10 MB:‘2 4‘=16

M —‘_4 1‘:-11 M :‘2 1‘:4 M :‘2 _4‘:6
31 3 2 32 0 2 33 O 3

Canviem de signe les posicions « alternes » per a obtenir la matriu d’Adjunts, i
despres determinem la seva trasposta:

10 -4 -6 10 4 -6
~28 10 16 | = Adj(A)=| 28 10 -16|=>
~11 4 6 ~11 -4 6

10 28 -11
Adj(A)' =| 4 10 -4

-6 -16 6

Per ultim calculem el determinant de la matriu inicial A:

2 -4 1
Det(A)=l0 3 2/=-2
2 4 6

10 28 -11) (-5 -14 1
Adj(A)' =—| 4 10 -4|=|-2 -5 2
-6 -16 6 3 8 -3




5.3.1 Exercici del Youtube &=

o
[EEN

Determina la inversa de la matriu A=

Solucié: https://youtu.be/Q6rLtXIHgRE (Susi Profe)

5.3.2 Exercici del Youtube &

Determina la inversa de la matriu A=

[EEN
o -

https://youtu.be/jR1vJdyXOFk (Xavi Mates)

5.3.3 Exercici del Youtube 23

011
Determina la inversa de la matriu A=|1 O
0 01
https://youtu.be/3BpGef99HES (unicoos)
534
Determina les inverses de les segiients matrius:
0 2 0 -1 -2 4 1 2 3
ay|-5 4 0| b|3 -2 4 c)j1 1 3
-4 -4 -3 2 1 -1 0 21
5.35
-1 -1 a
Donada la matriu A= -3 2 a |, esdemana:
0 a -1

a) Trobeu els valors de a per a que la matriu A tingui inversa.
b) Calculeu la matriu inversa A™ enelcas a=2.

5.3.6
1 0 -1
Sigui lamatriu A={0 m 3
4 1 -m

a) Trobeu els valors de m per a qué la matriu A tingui inversa.
b) Calculeu la matriu inversa A™ enel cas m=0.


https://youtu.be/Q6rLtXlHqRE
https://youtu.be/jR1vJdyX0Fk
https://youtu.be/3BpGef99HEs

5.3.7

5.3.8

5.3.9

5.3.10

0 a 1
Sigui lamatriu A=|1 0 -2
1 1 -a

a) Determineu per a quins valors de a existeix A ™.

b) Calculeu A peraa = 0.
PAU CAT TEC SET 20155.1

k+1 1 1
Donadalamatriu M=| 0 k-2 1
0 k-2 -k

a) Calculeu els valors del parametre k per als quals la matriu M no és invertible.

b) Per a k=0, calculeu M*,
PAU CAT TEC SET 2011 2.1

1 0 «
Donada la matriu A=|a 0 -1
2 -1 1

a) Respondre raonadament a la segiient pregunta: Existeix algun valor de « € IR
per al qual A no tingui inversa?

b) Calculeu, en cas que sigui possible, la matriu inversa de A® pera a =0.

PAU EUSKADI MAT2 JUNY 2011 B1

Donada la matriu
01 O
M=/0 1 k-1
4 k 0

a) Determineu els valors de k per als qué la matriu M té inversa.
b) Determineu la inversa de la matriu M per al valor k =2.



5.4 Determinacio de matrius inverses per definicio.

Recordem la definicio de matriu invertible i matriu inversa:
Una matriu quadrada A és invertible si existeix una altra matriu, a la que
anomenem A, tal que

A-AT=AT A=

54.1
Demostra que si una matriu €s invertible, la seva inversa és Unica.
5.4.2
a) Demostra que, si A i B son invertibles, també ho és AB, i determina (AB)™.
b) Demostra que, si A, B i C son invertibles, també ho és ABC , i determina
(ABC)™.
54.3
Demostra que A™ és invertible, i determina(A‘l)_1
5.4.4
Demostra que si A* és invertible, llavors A també ho és, i determina (Az)fl.
5.4.5
Donades dues matrius quadrades A i B, demostra que si AB és invertible,
llavors A i B també son invertibles, i determina A™.
5.4.6
Demostra que si A és invertible, i k =0, kA és invertible, i determina (kA)™.
5.4.7

Demostra que si A és invertible, AT és invertible, i determina (AT )_1.



Exercici resolt.

5 -4 2
Donada la matriu A=| 2 -1 1 |,
-4 4 -1

a) Comprova que es verifica 2A— A? = |
b) Només utilitzant el resultat anterior, determina la inversa A™.

Solucié:
a)
5 -4 2 10 -8 4

2A=2 2 -1 1 |=|4 -2 2
-4 4 -1 -8 8 -2
5 -4 2 5 -4 2 9 -8 4
A= 2 -1 1 2 -1 1|=|{4 -3 2
-4 4 -1)\-4 4 -1 -8 8 -3
10 -8 4 9 -8 14 1 00
2A—A*=| 4 -2 2 |-14 -3 2 |=|0 1 0/,talicomvoliem
-8 8 -2 -8 8 -3 0 01

demostrar.

b)
2A-N =1 < Traiem factor comud A a l'esquerra
Al -A) =1

Ara recordem la definicié de matriu inversa: Es aquella matriu que multiplicada
per A, dona la identitat. Per tant , la matriu inversa sera 21 — A

2 00 5 -4 2 -3 4 -2
A'=21-A=/0 2 0|-| 2 -1 1]|=[-2 3 -1
0 0 2 -4 4 -1 4 -4 3

Hem pogut trobar A~ sense haver de fer el llarguissim procediment de menors

complementaris, només traient factor comu en la igualtat 2A— A* =1 i pensant
una mica qué vol dir matriu inversa.



5.4.8

5.4.9

5.4.10

5.4.11

- 2 1 2 -1y . o . 10
Siguin A= , B= 1 la matriu identitat d’ordre dos | = .
3 2 -3 2 0 1
a) Comproveu que (A—21) =3I .
b) Utilitzant la igualtat de I’apartat anterior, trobeu la matriu inversa de la matriu
A en funcio de les matrius A i I, i comproveu que coincideix amb la matriu B.
c) Calculeu la matriu X que satisfa la igualtat A - X = B.

PAU CAT TEC SET 2023 2.1 (Soluci6: PAUTEC pag. 817)

2 1

1 -1
Considereu les matrius A= [0 J i B= (O aj’ en que a és un parametre

2

real.

a) Calculeu per a quin valor de a les dues matrius commuten, és a dir, per a quin
valor de a es compleix que A-B = B-A. Comproveu que per a aquest valor de a
se satisfa que A-B =2-1, en que I és la matriu identitat d’ordre dos.

b) Per al valor de a trobat a I’apartat anterior, calculeu les matrius inverses de les
matrius A i B. Podeu aplicar la relacio A-B = 2-1.

PAU CAT CCSS SET 2022 3.5 (Soluci6: PAUCCSS pag. 610)

a) Donada la matriu A=

o - O

0 1
0 0] ,resoleu I’equacio matricial AZX = A - 31,
10

en que | és la matriu identitat.

b) Una matriu quadrada M satisfa que M®—3M?*+3M —1=0, enqué | és la
matriu identitat. Justifiqueu que M és invertible i expresseu la inversa de M en
funcid de les matrius M i .

PAU CAT TEC JUNY 2021 2.5 (Solucié: PAUTEC pag. 656)

- . 1 1
Sigui la matriu A= .
-3 -4

a) Trobeu la matriu X que satisfa I’equacio AX =1-3X, en que | és la matriu
identitat d’ordre 2.
b) Comproveu que la matriu X és invertible i calculeu-ne la matriu inversa.

PAU CAT TEC JUNY 2020 1.5


http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

5.4.12

5.4.13

5.4.14

5.4.15

. . 1 a < \
Sigui la matriu M = (a 0], en queé a és un parametre real.

a) Calculeu per a quins valors del parametre a se satisfa la igualtat M? — M — 21 =
0, en qué | és la matriu identitat i O és la matriu nul-la, totes dues d’ordre 2.

b) Fent servir la igualtat de 1’apartat anterior, trobeu una expressio general per a
calcular la matriu inversa de la matriu M i, a continuacio, calculeu la inversa de

M per al cas a=+2.

PAU CAT TEC JUNY 2019 1.5 (Solucié: PAUTEC Pag. 535)

1 1 1 3 4 -1
Siguin les matrius A=|0 -2 1|iB=|-1 -4 3
1 -11 0 -4 4
a) Comproveu que satisfan la igualtat A —%A- B=1,enqueléslamatriu

identitat d’ordre 3.
b) Fent servir la igualtat anterior, trobeu la matriu inversa de A: A™.

PAU CAT TEC SET 2017 2.2

Responeu a les qlestions seglents:

a) Trobeu I"inica matriu de la forma A= que satisfa que AZ= A, i

D N
NP

comproveu que A i A —1no sén invertibles.

b) Justifiqueu raonadament que si A €s una matriu quadrada d’ordre n diferent
de la matriu nul-la, 0, i de la matriu identitat, 1, i satisfa la igualtat A? = A,
aleshores les matrius A i A — I no sén invertibles.

PAU CAT TEC SET 2016 1.5

Responeu a les qlestions seglients:

) 1 0 . .
a) Calculeu totes les matrius de la forma A= [m 2) que satisfan la igualtat

A + A =21, en queé | és la matriu identitat, .

b) Justifiqueu que si A és una matriu quadrada que compleix la igualtat A% + A =
21, aleshores A és invertible, i calculeu I’expressio de A~ en funcié de les
matrius A i I.

PAU CAT TEC JUNY 2016 3.4


http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

5.4.16

5.4.17

5.4.18

5.4.19

5.4.20

Responeu a les qliestions seglients:
a) Demostreu que si A és una matriu quadrada que satisfa la igualtat A%=1, on |
és la matriu identitat, aleshores A és invertible i A satisfa (A %)%=I.

a b
b) Calculeu I’expressié general de les matrius de la forma A= [C 2} amb b#0
que satisfan la igualtat A*=I.

PAU CAT TEC JUNY 2014 3.6

. . 2 1
Considereu la matriu A= (7 3).
a) Comproveu que compleix la igualtat A>5A=I,, on I, és la matriu identitat
d’ordre 2.
b) Utilitzeu aquesta igualtat per a calcular la matriu inversa de A.
1 - -
¢) Resoleu I’equacié matricial A- X :[ 0]’ utilitzant la matriu inversa de
A.
PAU CAT TEC SET 2010 2.4
0 3 4
Donada lamatriu A=| 1 -4 -5],
-1 3 4
a) Comproveu que es verifica la igualtat A*> +1 =0, on | és la matriu identitat i
0 és la matriu nul-la.
b) Justifiqueu que A té inversa i determineu A™.
c) Calculeu A™.
PAU TEC MADRID SET 2001
. . X - . . .
Considerem la matriu A= [5 j . Estudieu per a quins valors de x la matriu
—X
inversa de la matriu A coincideix amb la seva oposada, és a dir, A™ = —A.
PAU CAT CCSS SET 2020 4.1 (Sol: PAUCCSS pag. 484)

- . -1 1), 2 0
Siguin les matrius C = i A= :
-1 0 3 -1

a) Comproveu que C* = 1, , en qué I, és la matriu identitat d’ordre 2, i deduiu
que la matriu C és invertible i que C* = C. Calculeu C*%.
b) Resoleu I’equacié matricial C-X = A-21; .

PAU TEC JUNY 2022 5.1 (Sol. PAUTEC pag. 758)


http://www.toomates.net/bilblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

5.5 Resolucio d’equacions matricials mitjancant matriu inversa.
Donada una equacio matricial AX + B =C es pot resoldre aillant la X:

AX +B=C= AX =C-B= X = A*(C-B)

Recorda que la multiplicacié de matrius no és commutativa, i per tant has de

“passar dividint”, €s a dir, multiplicar per la inversa al costat adequat:

AX=B=A'AX=A"'B=1-X=A"B= X =A"B (multipliquem a
I’esquerra)

XA=B= XAA"' =BA" = X -1 =BA™ = X =BA™ (multipliquem a la
dreta)

Exercici resolt.

) 3 7). 1 -3
Donades les matrius A = i B=
1 2 -4 2

a) Calcula, si existeix, la matriu inversa de A.

b) Resol I’equacié matricial XA= A+ 2B
c¢) Resol I’equacio matricial AY = A+2B

Solucio:

3 7
a) DetA:‘1 2‘ = -1+ 0= la matriu A és invertible.

At —2 7
L1 -3

b)XA:A+ZB<:>X:(A+ZB)'A‘1=(5 1}(_2 7}:(_9 32}

-7 601 -3) |20 -67
L -2 7Y 5 1) (-5 40

C) AY =A+2B <Y = Al (A+2B) = _
1 -3)\-7 6) (26 -17

55.1
Resol les segiients equacions, mitjangant la matriu inversa:

2o 3G 0l )6 ol YA

0o 2 -3 2 4 -7
Resol I’equaci6 AX=B,on A= 0 2 O |iB=-4 4 2
-1 -1 5 -13 1 8

5.5.2



55.3
1 -2 -3 11 7 -1
Resol ’equaci6 AX=B,on A={4 -2 -1|iB={14 -3 7
7 -2 2 17 -18 16
55.4
4 21 -1 -5 2
Resol I’equaci6 AX-B=C,on A=| 5 3 5|,B={ 4 -1 0 |,
-3 00 -4 -5 -1
9 -4 -14
C=|19 -24 1
-5 2 16
555
3 40 4 0 -2
Resol I’equaci6 AX+B=C,on A= 0 3 0|,B=|{0 0 —-2]i
-2 2 1 2 4 3
-17 3 1
C=-9 0 -2
-1 4 5
5.5.6
a a 0

2 a+1 a-1 |, enqueaésun parametre real.

2a+1 0 -a-3

a) Calculeu els valors del parametre a per als quals la matriu A és invertible.
4 00

Sigui la matriu A=

b) Per al cas a = 3, resoleu I’equacio A-X=B-3l,enqué B={0 4 0
0 0 4

PAU CAT TEC SET 2022 3.5 (Soluci6: PAUTEC pag 758)

, | Flad E] doTIar
i~ for every time

' algebrahas |
A helped me, I'd
% have n dollars.



http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf

59.5.7

5.5.8

5.5.9

5.5.10

11 1

2 B I

Sigui A=| 0 % —%
11

"B

a) Queé significa que la matriu B sigui la matriu inversa de A?

b) Trobeu el valor del parametre p perque la matriu inversa de A i la matriu
transposada de A coincideixin.

Nota: No aproximeu les arrels mitjancant valors amb decimals; treballeu amb els

radicals.
PAU CAT TEC JUNY 2013 4.3 (Solucié: PAUTEC pag 346)

Considereu I’equaci6 matricial X-A=B, en qué

1 -1 1
) -3 -2 -4
A=l a -3 a-1|i B=
5 -2 5
-1 0 1

a) Per a quins valors del parametre a I’equacié matricial té una soluci6 unica?
b) Trobeu la matriu X que satisfa I’equaci6 matricial quan a=3.

PAU CAT TEC SET 2014 5.6

1 1 -11
Considereu el vector w=| 2 | i lamatriu A= -2 1 3|.
4 0 -15
X
a) Trobeu tots els vectors vV =| y | que fanque A-V=w.
z
a
b) Quina condicié han de complir a, b i ¢ per tal que A-V =| b | no tingui cap
c

vector vV soluci6?
PAU CAT TEC JUNY 2004 4.5 (Problema)

) ) 0 1). 2 1
Considereu les matrius A= i B= )
-1 -1 1 2

a) Comproveu que es compleix que A™ = A%,
b) Resoleu I’equacié matricial A - X + B =1, en queé I és la matriu identitat
d’ordre 2.

PAU CAT CCSS JUNY 2020 1.5 (Solucié: PAUCCSS pag. 465)



http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
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5.5.11

i 2 3
Donada la matriu A=
-1 -2

a) Determineu A?%%",

, , 1 5 1
b) Determineu una matriu B tal que AB =[ 2 _3 O]'

5.5.12
Resol I’equacio matricial (Amb el métode de la matriu inversa)

2 3)(x) (1
10 16){y) |2
5.5.13 Exercici del Youtube &2
) .. 2 1. -3 2
Resol I’equacio matricial AX+1=B—-X,on A= 1 1 B= s 1]
amb el métode de la matriu invesa (aillant la X)

Solucion: https://youtu.be/zJrx8S1i6Bo (Mates con Andrés)

5.5.14 Exercici del Youtube 3

31 2 -3
Resol I’equaci6 matricial AX +2B=C, on A=(5 ZJ , B=(4 5} i

9 -12
B= (16 18 ] amb el metode de la matriu invesa (aillant la X)

Solucion: https://youtu.bely KFYE4iWmY (TodoSobresaliente)



https://youtu.be/zJrx8S1i6Bo
https://youtu.be/y_KFYE4iWmY

5.6 Resolucié de sistemes mitjancant matriu inversa.
Exemple.

Observem el seguent sistema de dues equacions i dues incognites:

2X+2y =1
5x+8y=1

Aquest sistema es +pot interpretar de forma matricial de la forma AX =B:
2 3)\(X (1
5 8)ly) U1

Per tant, podem aillar la matriu columna d’incognites:

x) (2 3)'(1
y) (5 8) |1
Per tant, hem convertit un sistema d’equacions en un problema d’inversi6 de

matrius:
2a+3c=1 a=2=8

2 3)fa b 1 0 2b+3d =0 b=-3 o 8 -3
= < = = A" =
5 8\c d 01 5a+8c=0 c=-5 -5 2
5b+8d =1 d=2
X 8 3)(1 5 x=5
= = -
y -5 21 -3 y=-3
Formulacio general.

Un sistema d’equacions quadrat, €s a dir, de n files 1 n columnes, escrit en forma
matricial:

a11X1+a12X2+"'+a1an:bl a, a, .. q, bl

A, % +a,,X, +...+a, X =D, a, 4a, .. a, |b
2171 227%2 2n"*n 2 = .21 22 2n .2 — (A | B)
A X + 8%, +..+ A, X, =b, a, a, ... a,|b,
&y 8y . By, by X,
Ay Ay ... 3y, 2 . . . NS YO
A=| . A .| B=| | Sidefinim la matriu d’incognites X =
a, a, ... a, b, X,



El sistema d’equacions anterior sera equivalent a I’equacié matricial AX =B

Q; Q, . 9| X b,
Ay Ay ... Ay | X b,

AX =B <

b,

a, a, ... a4, X

nn n

i per tant es pot resoldre calculant la matriu inversa de la matriu de coeficients

A—l
-1 b
Xl all a‘12 aln 1
X a,, a,, .. a b
AX=Bo X=A"Be| = 2 2 7 |7
Xn a‘nl anZ a‘nn bn
Exercici resolt.
3x+2y=0
Resol el sistema <y+z=-2 mitjancant el métode de la matriu inversa.
X+2z=4

Solucié: Escrivim el sistema en forma d’equaci6é matricial:
3x+2y=0 3 2 0)\x 0

320
y+z=-2 =|0 1 1l|y|=|-2 =A=0 11

X+2z2=4 1 0 2)z 4 1 0 2
Matriu de menors:

11 o1 o1

02 1t 2o, 4 4

2 0 30 B2
-4 6 -2

02 L2 o, ;

2 0 30 32

11 o1 o1

Canviem els signes: - Transposem: - Calculem el determinant: >

2 1 -1 2 -4 2 320
-4 6 2 1 6 -3 detA=0 1 1/=8
2 -3 3 -1 2 3 1 0 2
-> Dividim pel determinant: - Multipliquem:
2 -4 2 1/4 -1/2 1/4 2
A‘1=1 1 6 -3|=|1/8 3/4 -3/8] x=A'b=|-3
8 -1 2 3 -1/8 1/4 3/8 1

Per tant, lasolucio ésx=2,y=-3,z=1



5.6.1

5.6.2

5.6.3

5.6.4

Donat el segiient sistema d’equacions:
X+y+z2=2
2X—y+22=-5
X-2=3

a) Escriu el sistema com a equacié matricial.
b) Calcula el determinant i la inversa de la matriu de coeficients.
c) Resol el sistema mitjangant la matriu inversa.

Considerem el segiient sistema d’equacions:
ax+y+z=(a-1)(a+2)
x+ay+z=(a-1)%*@+?2)
Xx+y+az=(a-1)°@+2)

a) Comproveu que és compatible per a tot valor d’a.
b) Resoleu el sistema pera a =-2
c) Resoleu el sistema per a a =0 mitjancant el métode de la matriu inversa.

PAU TEC MADRID 2000

Considerem el sistema d’equacions
y+z=1
(A-Dx+y+z=41
X+(A-1)y-z=0

a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre A .
b) Resoleu el sistemapera 4 =0.
c) Resoleu el sistema per a A =3, mitjancant el métode de la matriu inversa.

PAU TEC MADRID SET 2000

Considerem el sistema d’equacions
ax+y+4z=1
-X+ay-2z=1
y+z=a

a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre a.
b) Resoleu el sistemapera a=1.
c) Resoleu el sistema per a a =3 amb el métode de la matriu inversa.

PAU TEC MADRID SET 2001



6 Llistes d’exercicis de repas.

6.1 Repas general de les utilitats del determinant.

Recorda les tres utilitats del determinant:

1. Una matriu quadrada A té inversa < Det(A) =0
2. El rang d’una matriu quadrada A és maxim < Det(A) = 0.

3. Un sistema és S.C.D. < Det(A) =0, on A és la matriu dels coeficients.

6.1.1

6.1.2

6.1.3

6.1.4

6.1.5

. a 1 Lo 12 -1
Si A= , resol I’equacio A°—A= .
0 -a 0 20

1 k t
Determineu la matriu inversade B=|0 1 k
0 01
A 1 0
Determina el rang de la matriu A=| -1 24 -2 | en funci6 del parametre
1 -1 2
A€lR.

Discutiu, en funcio del nombre real m, el rang de la matriu:

2 1 m
A=/1+m 2 3
-2 -1 2

Trobeu una matriu quadrada X que verifiqui XA®+BA = A”, on

0O 0 -1 0 0 2
A={0 -1 0|iB=0 -2 0
-1 0 O -2 0 O




6.1.6
Determina una matriu A 2x2 simetrica (A coincideix amb la seva trasposta)

sabent que:
(2 6 -4 -12
det(A) = 7 i A( ]( j
-1 -3 1 3

6.1.7
. ) 1 -
Considerem la matriu A=( j
1 2

a) Determineu la matriu B = A? —2A.
b) Determineu els valors de A per als qué la matriu B tingui inversa.

6.1.8
01 2
Estudia el rang de lamatriu A={1 0 2 |en funci6 del parametre a.
1 al
6.1.9
1 -1 3 1 0
Donades les matrius A={-1 0 -3|,B=|-1 2 iC=(0 -1 Zj,
-1 2 1 0 1 e b

a) Trobeu la inversade A—BC.
b) Resol I’equacié matricial AX —BCX =A.

6.1.10
Estudia els segiients sistemes d’equacions, en funci6 del parametre k:
X+(2k-1)y+3z=1 kx+y+z=1 2x—-ky+z=1
a) < X+ky+2z=1 b) {x+ky+kz=1 <¢) <2x+3y+z=k+3

X+ky+(k+3)z=2k -1 X+ky+z=1 kx+ky+(k+1)z=-1



6.2 Repas general per al primer parcial TEC (1).

6.2.1

6.2.2

6.2.3

6.2.4

(m+2)x—-y-z=1
-X-y+z=-1
X+my—z=m

a) Discutiu el sistema per a als diferents valors de m .
b) Resoleu el sistema per al cas m=1.

AX+2y+62=0
2X+Ay+4z72=2
2X+Ay+62=41-2

a) Discutiu el sistema per a als diferents valors de 1.
b) Resoleu el sistema per al cas 4 =2.

3X+4y=0
X+Az=41
X+y+3z=1

a) Discutiu el sistema per a als diferents valors de 4.
b) Resoleu el sistema peral cas 4 =0.

X+Ay+z=4
X+3y+z=5
AX+Yy+z2=4

a) Discutiu el sistema per a als diferents valors de 1.
b) Resoleu el sistema per al cas 4 =1.



6.3 Repas general per al primer parcial TEC (2).

6.3.1

6.3.2

6.3.3

6.3.4

6.3.5

Discutiu, en funci6 del parametre k, el sistema d’equacions:

y+kz=1+Kk
X+z=3-KkK
kx—ky=1-k

Resoleu el sistema anterior pera k =1

2 3 -1
Donada lamatriu A=| -1 -2 1 |, calcula A*.
-1 -2 0

1 2
Resol I’equacié matricial AX =B, on A= (0 1) i

1 3
. 1 2 21).
Donades les matrius A = iB={41 O
1 -1 -1
0 2
on A es qualsevol nombre real

a) Trobeu els valors de A per als que AB és invertible.
b) Trobeu els valors de A per als qué BA és invertible.

|

1 2
3 4

|



6.4 Repas general per al primer parcial TEC (3).

6.4.1
Estudia el sistema segtient en funcio del parametre k , i resol quan sigui
compatible.
X+y+z=k+3
2Xx—y+z=k+1
3X+ky+2z=4
6.4.2
, -1 4 4 -2 -13 18
Donades les matrius A= , B= , C= , resol
{—3 7) (2 —J (—19 44]
I’equaci6 matricial XA-B=C.
6.4.3
0 3 4
Considerem lamatriu A=| 1 -4 -5/|. Determina, raonadament, A’ .
-1 3 4
6.4.4

3 a 6
Donada la matriu M :(O bJ i la matriu A:[O 5 j determina els valors

deaib talsque M*°-~M = A,



6.5 Repas general per al primer parcial TEC (4).

6.5.1
Estudia el sistema seguent en funcid del parametre k , i resol quan sigui
compatible.
y+z=2
-2X+y+z=-1
(2-2a)x+(2a-2)z=a-1
6.5.2

: . 01 ..
Determineu el valor de a per tal que la matriu A=( J compleixi A* = A.
a

6.5.3
4 -3 -3
Donada lamatriu A=| 5 -4 -4/, calcula A>'.
-1 1 0
6.5.4

: .. 1 2) . 3 4
Resol I’equacié matricial AX =B on A= i B=
0 -1 -5 1



6.6 Repas general per al primer parcial TEC (5).

6.6.1
Estudia el sistema seguent en funcid del parametre a, amb el métode de
triangularitzacio de Gauss.

2x+3y-4z=1
4x+6y—az=2
X+y-az=10

6.6.2
a) Determineu una matriu quadrada X que verifiqui

2 -2 10
AX + XA = ,on A=
Y

b) Analitza si la matriu X és invertible, i en cas de qué ho sigui, determina la
seva inversa.

6.6.3
1

X
Donada la matriu A=(
1 x+

01
J i B= (1 J , troba el valor o valors de x de

forma que B* = A.



6.7 Repas general per al primer parcial CCSS (1).

6.7.1

6.7.2

6.7.3

6.7.4

6.7.5

Una autoescola té obertes 3 sucursals a Reus. El nombre total de matriculats es
de 352 alumnes, pero els matriculats a la tercera sucursal son tan sols una quarta
part dels matriculats a la primera. A més, la diferéncia entre els matriculats a la
primera sucursal i els matriculats a la segona, és inferior en dues unitats al doble
dels matriculats a la tercera sucursal. Quants alumnes hi ha matriculats a cada
sucursal?

La Joana i la Merce¢ tenien 20000€ cadascuna per invertir. Cadascuna d’elles fa
la mateixa distribucié dels seus diners en tres parts P, Q i R, i les porta a una
entitat financera. Al cap d’un any, a la Joana li han donat un 4% d’interes per la
part P, un 5% per la part Q i un 4% per la part R i a la Merceé li han donat un 5%
per la part P, un 6% per la part Q i un 4% per la part R. La Joana ha rebut en
total 850 € d’interessos, mentre que la Merce n’ha rebut 950€. De quants euros
constava cadascuna de les parts P, Q i R?

Donades les matrius:

iz el 2 )

Troba la matriu X tal que ABX =AB+1.

01

_ 012 .

Donades les matrius A= L o 3 ,B=[1 2|, calcula (AB)™".
2 3

Discuteix i resol, si és possible, el segiient sistema d’equacions lineals:
X—y+2z=-4
3x-5y+7z=-14
X+3y—-2z=0



6.8 Repas general per al primer parcial TEC (6).

6.8.1
0 1 2
Determina els valors de « per als que la matriu A=|a+1 -1 a-2
-1 a+l 2
té inversa.
6.8.2
Estudia, mitjancant el metode del determinant o el métode de Gauss, el sistema
lineal
AX+y+z=1
X+Ay+z2=41
X+y+Az=X
6.8.3

Resoleu I'equaci6é matricial
2 1) (1 -1\ (-3 -3
X —
1 1) 10 1 3 3
6.8.4
Resol el seglient sistema, amb el metode de "Triangularitzacio de Gauss":

X+y—2=6
X—-y+2=0
—-X—-y+2=-6

6.8.5
Determina, raonadament, A?®*. amb

4 -3 -3
A=| 5 -4 -4
-1 1 0



6.9 Repas general per al primer parcial TEC (7).

6.9.1
Discutiu (amb el métode del determinant) el seglient sistema d’equacions en
funcid del parametre K :

X—y+2z=K
-X+y-kz=1
X+ky+(1L+k)z=-1

6.9.2
Resol el segiient sistema d’equacions amb el métode de triangularitzaci6 de
Gauss:
X+y—-4z=2
2x-y-z=1
X—2y+3z=-1
6.9.3
-1 -2 -2
Donada lamatriu A=/ 1 2 1 |, determina A™.
0 -1 -1
6.9.4

: 1 3) . .
Demostreu que la matriu A:(l 4j té inversa i calculeu A™.

6.9.5

R

A 1
Determina els valors de A per als que la matriu A=| 1 1| és invertible.
1 A



6.10 Repas general per al primer parcial CCSS (2).

6.10.1

6.10.2

6.10.3

6.10.4

6.10.5

L'amo d'un bar ha comprat refrescos, cervesa i vi per import de 500 € (sense
impostos). El valor del vi és 60 € menys que el dels refrescos i de la cervesa
conjuntament. Tenint en compte que els refrescos han de pagar un IVA del 6%,
per la cervesa del 12% i pel vi del 30%, la qual cosa fa que la factura total amb
impostos siga de 592.4 €, calcular la quantitat invertida en cada tipus de beguda.

Un estudiant va obtindre un 6 en un examen de matematiques que constava de 3
preguntes. En la primera a obtindre doble qualificacio que en la segona i en la
tercera va obtindre la suma de les altres dos. Troba quina qualificacio va
obtindre en cada pregunta.

Donades les matrius

troba la matriu X tal que AX +B =1

3 5
Determina la matriu inversa de A= (2 4}

Discuteix 1 resol, si és possible, el segiient sistema d’equacions lineal:

X-y+3z=-4
X+y+z2=2
X+2y—-2=6



6.11 Repas general per al primer parcial TEC (8).

6.11.1
Determina el rang de la matriu

M =

o 3 3
N =
=N

en funcio dels valors del parametre m.

6.11.2
a) Estudi del sistema seguient en funcié del parametre A

AX+2y+2=0
AX—-y+2z=0
X—Ay+2z2=0

b) Resol el sistema anterior pera 4 =5.

6.11.3
Donada la matriu

2 00
A=|0 0 1
010

es demana determinar, de forma raonada, la matriu A".

6.11.4
. .. 2 1) . 1 3
Resol I’equacié matricial XA=B,on A= i B= .
5 3 4 2
6.11.5
. -1 1
Donada la matriu A = :
2 -1
a) Demostra que es compleix A* =1—-2A.

b) Determina la inversa A, aplicant la igualtat anterior.



6.12 Repas general per al primer parcial CCSS (3).

6.12.1

6.12.1

6.12.3

6.12.4

1 2
Donada la matriu A= (1 1), determineu una matriu X tal que
) 10
A°X =
01

Invertim 7400 euros en accions d’una empresa textil, una empresa de gas 1 una
empresa de telefonia. Les accions de la empresa textil aporten un 2% d’interés
anual, les de gas un 4% anual i les de I’empresa de telefonia aporten un 5%,
generant un benefici total de 278 euros. La inversi6 en accions de I’empresa de
telefonia és de 1000 euros menys que la suma de la inversié en accions de
I’empresa textil 1 les de ’empresa de gas.

a) Planteja un sistema d’equacions per a calcular la quantitat invertida en cada
empresa.

b) Calcula la quantitat invertida en cada una.

Resol el seglent sistema:

X+y+z=2

X-y+z=1

X-3y+z=0
0 0 1

Donada lamatriu M =|1 0 0|, determina, de forma raonada, M*?¥’,
0 -1 0



6.13 Repas general per al primer parcial TEC (9).

6.13.1
Resol el seglient sistema (escriu les solucions en funcié de z de la forma més
simple possible):
X+y+z=-1
2X-y+2=0
—-2X+7y+z2=-4

6.13.2
Estudia, en funcio del valor de a, el segiient sistema:

ax-y+z=0
X+y+az=3
-Xx+y=1

6.13.3
Donada la matriu

0O 0 1
A=l0 -1 O
-1 0 -2
a) Calcula A’ +2A+1,on | és la matriu identitat 3x3.

b) Determina, de forma raonada i amb el resultat de 1’apartat anterior, la matriu
inversa de A.

6.13.4

1 2
a) Determina la matriu inversade A= (0 1)

1 2
b) Resol I’equaci6 AX=B,on B= (3 4}



6.14 Repas general per al parcial CCSS.

6.14.1
Resol el seglient sistema matricial:

2 -3
2X =Y =

1 -5

1 -4
X+2Y =

3 0

1
J, calcula A,
0

6.14.2

Donada la matriu A= { L

6.14.3
_ 2 1), 20 _ -
Donades les matrius A= 3 1 I B= c | resol I’equacio matricial
A*X =B.

6.14.4

., 1 0). 5 2 B
Resol I’equaci6 XA=B,on A= s 1 i B= 6 3 , trobant A™.



7 Models lineals.

7.1 Matrius de transicio.
Una matriu de transici6 és una matriu que, multiplicada pel vector d’estat A, en

un temps inicial, dona x en un temps posterior A, .

Podem trobar aquestes matrius en probabilitat, anomenades matrius de transicié
de Markov, que son matrius quadrades que descriuen les probabilitats de passar
d’un estat a un altre en un sistema dinamic.

7.1.1 Exemple resolt.
Una asseguradora de cotxes ofereix dues opcions: Un unic pagament anual o
pagar cada mes. S’observa que el 30% dels clients que pagen mensualment
continuen pagant mensualment a 1’any segiient (i per tant un 70% passen a pagar
anualment), mentre que el 85% del que paguen anualment continuen pagant
anualment a I’any segiient (i per tant, un 15% passen a pagar mensualment).

a) Suposem que a I’any 2023 hi ha 200 clients que paguen anualment i 500
clients que paguen mensualment. Quants clients de cada tipus hi haura I’any
20247 i I’any 2025?

b) Suposem que en un any determinat hi ha 562 clients de pagament anual i 138
clients de pagament mensual. Quants clients de cada tipus hi havia I’any
anterior?

Solucié.

a)
0.85 0.70 200 0.85 0.70) 200 520
M = A= | A=MA = =
0.15 0.30 500 0.15 0.30 | 500 180
En I’any 204 hi haura 520 clients de pagament anual i 180 clients de pagament
mensual

A —MA = 0.85 0.70)520) (568

~ ' {015 030)\180) (132
En I’any 204 hi haura 568 clients de pagament anual 1 132 clients de pagament
mensual. O també es pot calcular de la seglient manera:

) 0.8275 0.805 ) 200 568
A, =M, = -
0.1725 0.195 ) 500 132

b)

0.85 0.70 17/20 7/10 o 2 -14/3

0.15 0.30 3/20 3/10 -1 17/3
ML 562) (2 -14/3)562) (480

138 ) \-1 17/3 \138) (220
L’any anterior hi havia 480 clients de pagament anual 1 220 clients de pagament
mensual.



7.1.2

En un bosque crece cierto tipo de arbol cuya madera se utiliza para la
fabricacion de muebles. Podemos distinguir dos etapas diferenciadas del arbol:
una etapa de arbol pequefio y una etapa de arbol maduro, cuando su madera es
apta para la industria. Cada afio, el 80% de los arboles pequefios se mantienen en
ese estado, Yy el resto de los arboles pequefios maduran. Por otro lado, se talan el
40% de los &rboles maduros, y el resto permanece en etapa madura (estos
arboles tienen un tiempo de vida muy alto, por lo que, a efectos practicos, no
desaparecen por causas naturales). Para compensar la deforestacion, por cada
arbol maduro talado se planta un nuevo arbol pequefio.

a) Al comienzo del primer afio de tala, en este bosque viven 2000 arboles
pequefios y 600 arboles maduros. Sea AN el vector que contiene la informacion
del nimero de arboles pequefios y maduros en el afio N. Escribe ,&0 (es decir, el
correspondiente a N=0, el comienzo del primer afio) en base a la informacion del
problema. ;Como relacionarias matricialmente A, y A, , es decir, dos afios

consecutivos? Primero, razona qué operacién permite relacionar ambos vectores.
Segundo, explica qué dimensiones tiene que tener la matriz M que relaciona
ambos vectores. Por Gltimo, escribe esta matriz con la informacion que da el
enunciado del problema.

b) Calcula A,. Hazlo de dos maneras distintas: primero, calcula A, calculando
previamente A, mediante el proceso descrito en el apartado 1. Segundo, calcula
As encontrando primero la matriz que relaciona directamente A y lis

Comprueba que efectivamente dan el mismo resultado para A3

¢) Hemos visto que M nos permite encontrar A, una vez dado A, , pero,

¢existe alguna otra matriz que nos permita encontrar A, una vez dado A, ?
¢ Cual es esa matriz? Calculala.

Queremos analizar la poblacion a largo plazo de especimenes de arbol en cada
etapa. Para ello, queremos encontrar la matriz que relaciona el vector A con el

vector AN , donde N>1 es un numero arbitrario.

d) Encuentra los autovalores de la matriz M.
e) ¢Es la matriz diagonalizable en este caso? Encuentra los autovalores de la
matriz. [2 puntos]

f) Encuentra la descomposicion de la matriz M =SDS™. Finalmente, calcula,
haciendo uso de esta descomposicion, NIim AN . ¢ Cual es la proporcion de
—>+0

arboles pequefios respecto a la de arboles maduros a largo plazo?
Nota: Els apartats d, e i f pertanyen a un &mbit universitari i queden fora del context d’aquest llibre.

Fuente: Bachelor Online en Ingenieria en Organizacion Industrial, Universitat Carlemany.



7.1.3

Un centre civic ofereix cursos de frances de nivell principiant, intermedi i
avancat. Els alumnes inscrits, si ho desitgen, tenen garantida una placa per al
curs segiient. Es per aixo que, abans d’acabar el curs, es fan les reserves de plaga
per al curs vinent. De I’alumnat de nivell principiant, un 15 % vol repetir el
mateix curs, un 50 % vol fer el curs intermedi i un 5 % vol passar directament al
curs de nivell avangat. Pel que fa a I’alumnat de nivell intermedi, un 10 % vol
repetir el curs i un 60 % vol fer el curs de nivell avangat. Finalment, de
I’alumnat de nivell avangat, un 20 % vol repetir el curs. Cap alumne no demana
reserva de plaga per a un curs de nivell inferior i la resta d’alumnes no volen
continuar al centre el curs vinent. Aquest any hi ha hagut 100 alumnes
matriculats de nivell principiant, 90 de nivell intermedi i 60 de nivell avancat.

a) Calculeu el nombre de places que cal reservar de cada nivell per al curs
seguent mitjancant un producte de matrius.

b) EI mateix centre civic ofereix dos horaris de ioga, un de mati i un de tarda.
Per al proper curs, el 50 % dels alumnes que actualment fan ioga al mati volen
continuar amb el mateix horari, mentre que un 30 % volen passar a I’horari de
tarda. La resta d’alumnes de mati no continuaran. Pel que fa als alumnes que
actualment fan ioga a la tarda, un 40 % volen passar a I’horari de mati i un 60 %
volen continuar fent I’horari de tarda. Si sabem que per al curs seguent cal
reservar 49 places per a 1’horari de mati i 51 places per a I’horari de tarda, quants
alumnes hi ha matriculats actualment en cada horari?

PAU CAT CCSS JUNY 2023 2 (Soluci6: PAUCCSS pag. 630)

7.1.4 Exercici resolt pas a pas !

Tres supermercats, A, B i C, es disputen els clients d’una ciutat. Inicialment,
cadascun té una quota de mercat igual a la tercera part dels consumidors. Com a
conseqiiéncia d’una campanya publicitaria, un mes després es constata que:

- A conserva el 80 % dels seus clients, guanya el 10 % delsde Biel 2%

dels de C.
- B conserva el 70 % dels seus clients, guanya el 14 % dels de Ai el 8 %
dels de C.
- C conserva el 90% dels seus clients, guanya el 6 % dels de A i el 20 %
dels de B.

a) Escriu matricialment els canvis produits en els percentatges. Quina propietat
té la matriu?

b) Utilitza la matriu anterior per calcular la quota de mercat que té cada
supermercat després de la campanya.

c) Al mes seguient tornen a fer una altra campanya publicitaria i obtenen els
mateixos resultats. Calcula la quota de mercat que té cada supermercat després
de la segona campanya.


http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

7.15

Al realizar un estudio de mercado, los directivos de una empresa llegan a la
conclusion de que cuando transcurre cada afio el 70 % de sus clientes siguen
siendo fieles, el 30 % de sus clientes se pasan a la competencia, el 35 % de los
clientes de la competencia se pasan a su empresa, el 65 % de los que no son
clientes permanecen en la competencia.

a) Plantear el modelo matricial pertinente.

b) Si la empresa tiene 2125 clientes y la competencia 1030, calcular la cantidad
de clientes de la empresa y la competencia un afio después.

c) Si a final de afio la empresa tiene 2450 clientes y la competencia tiene 2550,
¢ Cuéntos clientes en la empresa y en la competencia habia al inicio del afio?

7.1.6 (sense solucio)

La tendencia de voto, respecto a los partidos P.N., P.O.E. y P.A., en una
Comunidad Auténoma son de gran interés cada 4 afios. El diagrama de la figura
siguiente representa a la matriz de transicién de la tendencia de votos:

a) Modelizar la tendencia de voto de acuerdo con los datos anteriores a traves de
una matriz.

b) Supongamos que en el afio actual se contabilizan 1500000 votos PN, 2100000
votos POE y 800000 votos PA. Determina la distribucidn de votos en las
siguientes elecciones.

7.1.7 (sense solucid)

Cierta especie de aves se mueve entre tres asentamientos, A, B, y C, segun la
siguiente tabla de migraciones anuales:
| | Pasan a A [ Pasan a B | Pasan a C |

Las aves de A 80 % 10 % 10%
Las aves de B 20% 70 % 10%
Las aves de C 30% 10% 60 %

a) ¢ Qué expresion matricial proporcionara el numero de aves en cada
asentamiento después de 1 afio?

b) Si inicialmente hay, en miles de aves, Ag =2, By =3y Cy = 6. Calcular el
nimero de aves en cada asentamiento pasado un afio.

c) En general, el esquema marcado por la tabla anterior hace que el nimero de
aves en cada asentamiento cambie de un afio a otro ¢Existe alguna configuracién
inicial de aves que permanezca constante afo tras afio? Calcular los porcentajes
y comprobar el resultado.



7.1.8
Estem realitzant un estudi demografic sobre un cert territori on hi passa un riu.
Observem que, cada any, el 8% de la poblaci6 que viu a la part esquerra (E) del
riu es mou a la part dreta (D), i que el 12% de la poblaci6 que viu a la part dreta
es mou a la part esquerra.

a) Representa aquest moviment amb una matriu 2x2.

b) Suposem que les respectives poblacions actuals son de 24500 persones a la
part esquerra i 45200 persones a la part dreta. Determina el nombre de persones
a cada part del riu després d’un any.

) Suposem que, al final d’un determinat any, les poblacions respectives son
34638 persones a I’esquerra i 18012 persones a la dreta. Determina el nombre de
persones a tots dos costats del riu al principi d’aquest any.



7.2 Funcions lineals.

7.2.1

71.2.2

La matriu seglient expressa els preus unitaris, en euros, de quatre articles, A, B,
C i D, procedents de les fabriques f1, f2 i f3:

34 40 36

o_ 11 8 12
123 27 32

25 21 30

Si una comanda és representada per un vector fila C = (x y z t) , que

representa cadascun dels elements del resultat del producte C - P ? Si volem
comprar 25 unitats de A, 30 de B, 60 de C i 75 de D, quina de les fabriques ens
ofereix el millor preu?

PAU CAT TEC JUNY 2005 1.2

Un fabricant d’automobils produeix els models Record i Astrid. Desa la
produccid en tres naus. A la primera nau té 150 vehicles del model Record i 120
vehicles del model Astrid. A la segona guarda 80 Record i 140 Astrid.
Finalment, a la tercera nau emmagatzema 250 Record i 125 Astrid. A més, el
preu dels automobils Record és de 6.520 €, mentre que cada Astrid val 8.130 €.
Tota aquesta informacid esta recollida en les matrius seglents:

150 120
6.520) .
A=|8 140, P= i B=(1 1 1)
8.130
250 125

a) Que representa la matriu B ¢« A? Calculeu-la.
b) Qué representa la matriu B » A « P? Calculeu-la.

PAU CAT CCSS JUNY 2018 5.5



7.2.3

7.24

La taula segiient mostra els ingressos, en milers d’euros, d’una botiga que
disposa de tres locals, durant els mesos de gener, febrer i marg de 2020.

Gener | Febrer | Marg

Local 1 13,5 13,2 4,2

Local 2 11 12,5 3,8

Local 3 15 14 2,7

Hem recollit la informacio anterior en la matriu A, en que cada fila indica un
local i cada columna el mes corresponent:

135 13,2 4,2

A=| 11 125 38

15 14 27
1
a) Considereu els vectors v=(1 1 1)iw=|1
1

Feu les operacionsv - A A - w.

Interpreteu en cada cas el resultat obtingut.

b) La matriu B recull els resultats del trimestre seguent, és a dir, els ingressos
corresponents als mesos d’abril, maig i juny de 2020:

2 6 4
B={2 7 5
4 11 x

Desconeixem la dada corresponent al mes de juny del local 3, que hem
denominat X, pero sabem que el rang de la matriu B és 2. Trobeu el valor de x.

PAU CAT CCSS SET 2021 1.1 (Solucié: PAUCCSS pag. 558)

Volem enviar una data codificada. Per a fer-ho, considerem el vector de tres
components X = (d m a), en el qual d expressa el dia, m el mes 1 a I’any. Tot
seguit, fem 1’operacido X-A + B, en qué A 1 B son les matrius

10 -1
A=|0 1 -1|iB=(5 -5 5).
100

El resultat d’aquesta operacio és el vector codificat que enviem.

a) Si la data que volem enviar és 1’1 de gener de 2019, és a dir, si

X =(112019), quin és el vector codificat que enviarem?

b) Si el vector codificat que ens ha arribat és (2036 1 —13), quina és la data sense

codificar?
PAU CAT CCSS SET 20195.1 (PAUCCSS pag. 434)


http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

7.2.5 Exercici resolt pas a pas &

7.2.6

Una fabrica produeix dos models d’un producte, A i B, en tres submodels: N, L i
S. Del model A produeix : 400 unitats del submodel N, 200 unitats del submodel
L i 50 unitats del submodel S. Del model B produeix: 300 unitats del submodel
N, 100 unitats del submodel L i 30 unitats del submodel S. EI submodel N duu
25 hores de taller i 1 hora d’administracid. E1 submodel L duu 30 hores de taller
1 1.2 hores d’administracio. El submodel S duu 33 hores de taller i 1.3 hores
d’administracio.

a) Representar la informacio en dues matrius.

b) Trobar una matriu que expressi les hores de taller i d’administracié emprades
per a cadascun dels models.

Un cinema disposa de dues sales en les quals es projecten dues pellicules
diferents. La taula seglient mostra el nombre de persones que han assistit a la
projecci6 de cada pellicula la darrera setmana, agrupades per franges d’edat:

Franja d’edat Pellicula de la sala 1 | Pellicula de la sala 2
Menys de 18 anys 122 620
18-65 anys 930 433
Més de 65 anys 384 281

La informacid de la taula anterior es registra amb la forma matricial

122 620
A=1930 433]|.
384 281

1
a) Considerant la matriu B = (J , calculeu el producte A - B. Expliqueu el

significat de la matriu obtinguda.

Sabem que una entrada per a persones de menys de 18 anys costa 5 €, una
entrada per a adults d’entre 18 1 65 anys costa 8,5 € 1 una entrada per a adults de
més de 65 anys costa 6,5 €. Trobeu una matriu C = (a b ¢) de manera que el
producte C - A - B doni els ingressos setmanals totals obtinguts per la venda
d’entrades, i calculeu els ingressos corresponents a aquesta setmana.

b) Al cap d’uns mesos, el registre setmanal és donat per la matriu

84 23
D={338 x |,
256 408

pero hi ha un valor que s’ha esborrat, el del nombre de persones entre 18 1 65
anys que han assistit a la segona pellicula, i I’hem denotat per x. Calculeu el
valor de x sabent que els ingressos totals d’aquella setmana van ser de 12.076 €.

PAU CAT CCSS SET 2024 3.2 (Sol. PAUCCSS pag 755)



http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf

7.2.7

7.2.8

Los alumnos de 2° Bachillerato organizan una venta de pasteles para el viaje de
fin de curso. Venden pasteles grandes, que necesitan 2 huevos, 5 terrones de
azucar y 100 g de harina cada uno, y pasteles pequefios, que necesitan 1 huevo, 3
terrones de azUcar y 80 g de harina cada uno.

a) Presente en una matriz M, de dimensién 3x2, las cantidades de los elementos
necesarios para la elaboracién de los pasteles, en funcion del nimero de pasteles
grandes y pequefios.

b) Si desean fabricar 20 pasteles grandes y 30 pequefios, determine los
elementos necesarios para su elaboracion.

c) Calcule los pasteles de cada tipo que se pueden elaborar con 57 huevos, 154
terrones de azucar y 3540 g de harina.

Andalucia 2012 (Modificado)

Un taller mecanic ha de dedicar diferent nombre d’hores per arreglar els
diferents tipus de vehicle, tal i com s’indica en la segiient taula:

Xapa (hores) | Pintura (hores) | Motor (hores)
Utilitari 3 2 5
Berlina 4 3 5
Tot Terreny 6 1 4

A més a més, al taller hi treballen dos operaris conjuntament, A i B, que cobren
I’hora de forma diferent en funcio de la feina que hi fan:

€/hora operari A | €/hora operari B
Xapa 16 15
Pintura 10 20
Motor 18 14

a) Determina la matriu que permet calcular el preu de la reparacié de cada tipus
de vehicle en funcié del nombre d’hores que cada operari hi dedica.

b) Suposem que I’operari A hi dedica 2 hores 1 ’operari B hi dedica 3 hores.
Quin sera el preu de la reparacié de cada tipus de vehicle?

¢) Determina el nombre d’hores dedicades per cada operari a una reparcio que
hagi costat 1875 € si es tracta d’un utilitari, 2250 € si es tracta d’una berlina, o
bé 2052 € si es tracta d’un tot terreny.



7.2.9

7.2.10

Tres trabajadores A, B y C, al concluir un determinado mes, presentan a su
empresa la siguiente plantilla de produccion, correspondiente a las horas de
trabajo, dietas de mantenimiento y kilometros de desplazamiento que han
realizado:

Horas de trabajo Dietas Kilémetros
A 40 10 150
B 60 15 250
C 30 6 100

a) Representa, mediante una matriz X, los euros pagados a cada trabajador A, B
y C, en funcidn de las Horas de trabajo, nimero de Dietas y Kilémetros de
desplazamiento realizados.

A H
B|=X|D
C K

b) Sabiendo que la empresa paga a los tres trabajadores x € por hora trabajada, y
€ por cada dieta y z € por Km de desplazamiento y que paga ese mes un total de
924¢€ al trabajador A, 1390 € al B y 646 € al C, calcular cuanto ha pagado a cada
trabajador.

Galicia Junio 2004

En la siguiente tabla se indica la audiencia prevista (en miles de espectadores)
por tres cadenas de television (A, B y C) en una determinada semana y en cada
uno de los tres segmentos horarios (Mafiana: M ,Tarde: T , Noche: N)

A B C
M 40 60 20
T 60 40 30
N 100 80 90

a) Obtener la matriz que representa la audiencia de las tres cadenas en los tres
segmentos horarios. Sabiendo que el beneficio que obtiene cada cadena por
espectador es de 3€ por la mafiana, 4€ por la tarde y 6€ por la noche, obtener
mediante calculo matricial los beneficios para cada una de las tres cadenas.

b) Sin embargo, como consecuencia de la calidad de los programas emitidos, se
produjo en la audiencia prevista ( y en todos los segmentos horarios) una
reduccién del 10% para la cadena A, una reduccion del 5% para la B y un
aumento del 20% para la C. Obtener la matriz que representa la nueva audiencia
de las tres cadenas en los tres segmentos horarios.

b) Sabiendo que el beneficio que obtiene cada cadena por espectador es de 3€
por la mafiana, 4€ por la tarde y 6€ por la noche, obtener mediante calculo
matricial los beneficios para cada una de las tres cadenas.

PAU Galicia Septiembre 2003



Solucions.

1.1.1 a)x=10,y=4, z=4 b) x=9, y=-3, z=-1 C) x=-5, y=-2, z=5
d) x=-10, y=-8, z=1 e) x=4, y=2, z=-2 f) x=-3, y=4, z=4
g) x=-1, y=-6, z=-1 h) x=-1, y=5, z=-4
112 a) x=3,y=-4,2=2 b) x=-2,y=3z2=5 c) x=3,y=-2,2=-3
1.1.3 a)x=2,y=-2,z=0 b) x=7/3, y=2/3, z=-1 c) x=0, y=-3, z=0
d) x=1, y=-1, z=-1 e) x=1, y=-2, z=3

114 x=-2,y=3,z=1
115 x=1,y=1,z=-1
1.1.7 Medalla blava: 9 punts, medalla groga: 6 punts, medalla taronja: 4 punts.

1111 a) x=4,y=2,z=1 b) x=-1Ly=-2,2=2 c) x=,y=32=2
d) x=-,y=14,z=-3 e) x=-1Ly=-4,z=4f) x=3,y=-4,2=-2
1.1.12 a) x=7,y=10,z=-8 b) x=5y=-3z=4 c) x=2,y=-3,z=1

d) x=-2,y=3,z=-3 e) x=5y=81z=2 f) x=-5y=-2,z2=-9
1.2.5 x=_1;32,y:_lsglsz,zlliure
131 a)SCD: x=1,y=-1z=-1 b)SCl: z=4,y=21-3,x=5-51 c) Sli

132 a)SCDx=-1,y=-1,z=2 b)SCl x=2-6z, y=5z-1, z lliure c)S.1
16.26 a=1=SCl,a#1=SCD

1.6.27
o
X lliure 2@ jl)
a=1=SClLly=x a=-1=Sl. a»-11=S.C.DJy=—2
S =14 2x 2(a+1)
_a*-2a-1
T 2(a+l)

1.7.9 Natacio: 3 km, Ciclisme: 60 km, Cursa: 12 km

1.7.10 Melmelada: 5 €, Aigua mineral: 2 € , Paquet de sal: 2 €

1.8.13 taxi: 50/3 km, ferrocarril: 400/3 km, autobus: 50 km

1.8.18 L’espectacle E; costa 12,5 €, I'espectacle E; costa 9 € i I'espectacle E3 és gratuit.
1.8.19 A=1, B=11, C=2.

1.9.16 x =500 (inf) , y = 600 (oest) , z =900 (terror)

1.9.17
X+Yy+2z=600 X =400
12x+8.4y+7.22=6384 = 1y =120 120 copies amb 30% de descompte.
2(y+z)=x 2=80

1.9.18
X+y+2z=105 x=15
9.8x+8.75y+9.52=105-94=98.7=y=2
z=2(x+Y) z="7

1.9.19



4x+12y +15z =1600 Xx=25
12x+5y+152 =1450 = <y =50
X+y+2=135 z=60
1.9.20
X+ Yy +z=12000 X+ Yy+2z=12000 x=8000 (A)
x=2(y+2) S ex—-2y-2z=0 &<y=2750 (B)
0.04x+0.05y-0.02z =432.5 4x+5y—2z = 43250 z=1250 (C)
19.21
X+ Yy +2z=1650
X—-2y-2z=0 = x=1100,y =330,z =220
0.95x+0.90y +0.80z =1518
1.9.22
X+Yy+z=57
800x +1000 y +2000z =62000 = x =30,y =16,z=11
832 x +1000 y +1800 z = 60760

1.9.25 A: 11250 €, B: 38750 €, C: 50000 €

1.9.26 El precio del kg de cemento es de 8€/kg. El precio del kg de ladrillos es de
12€/kg. El precio del kg de azulejos es de 40€/kg

1.9.27 El namero de televisores que se venden son: 300 televisores de tipo A, 250
televisores de tipo B y 200 televisores de tipo C.

1.9.28 El precio con IVA de un producto A es 3 - 1.04 =3.12 €,
un producto B vale 10 - 1.10 = 11 € y un producto C vale 92 - 1.21 =111.32 €.

1.9.29 500, 600 y 900.

1.9.30 b) 2500 € en la empresa textil, 1700 € en la de gas y 3200 € en la compaiiia de
telefonia.
c) El sistema es ahora incompatible.

1.9.31 60 localidades del tipo A, 120 localidades del tipo B, 140 localidades del tipo C

1.9.32 X=14,Y=6; Z =40.

1.9.33 500, 600 y 900.

1.9.34 Hay 50 pantalones tipo A, 15 tipo By 5 tipo C

1.9.35 Son 380 alumnos de ESO, 525 de Bachillerato y 210 de Ciclos Formativos.

1.9.36 45 millones a proyectos, 44 a funcionamiento y 36 a gastos sociales

1.10.1

10x+15y + 20z = 270 x=10
2X+4y+6z=068 =y=6
2X+3y+5z2=58 z=4

1.10.2 Si anomenem X, Y, z les quantitats de Ciclons, Ciclops i Cicloides produides
cada mes, el sistema lineal és

10x+12y +6z =1560
2X+2.5y+1.52=340 = x=60,y =40,2=80
2X+2y+1.52=320

1.10.3



X+y+z
3

y=2"219 5 x=88°F,y=04°F , 7 =82°F

88

1.10.7 22 pomes, 30 alvocats i 18 pinyes

1.10.8 S’han venut 90 rellotges de tipus A, 100 rellotges de tipus B i 10 rellotges de
tipus C

1.10.9 Sara 2000 seguidores, Cristina 5000 seguidores y Jimena 8000 seguidores.

1.10.10 x=10, y=30, z= 68

1.10.11a) A=7,B=5,C=3 b)98 Tm, 120 Tm, 84 Tm

10.10.12 a) Se necesita 2000 - 0,78 = 1560 litros de nitrégeno, 2000 - 0,21 = 420
litros de oxigeno y 2000 - 0,01 = 20 litros de argon.
b) Son necesarios 1700 litros de A, 200 litros de B y 100 de C.

1.10.13x=6,y=6,z=3

1.10.14 3€, 2¢€, 1€

1.10.15192, 74 y 54

1.10.16 x =30y =22 z = 104 Los kg de grano tipo Arabica utilizados seran: 0.9x +
0.85y +0.82=0.9-30+0.85-22+0.8-104 =128.9kg

1.10.17 x =300 kg de pollastres y = 200 kg d'anecs z = 100 kg de perdius

1.10.18 x = 8 videos d’esports, y = 7 videos de musica i z =5 videos de pel-licules

b+r+n=50
1.10.19 1b=11(n+r/2) =b=4,n=2r=4
3.75(b—4)+2.25r +1.5(n - 2) =159
1127 a)Si A#-1i A#2 SCD.Si A=2 Sl Si A=-1SCl. x=0,y=-2,z2=2
b)Sim=0 S.I. x=-2,y=3z=-1
c)Si k=0 i k=2 SCD, en cas contrari SCI. x=0,y=1z=-1
d) Si m#1-2 SCD. Si m=-2 SCI, Si m=-2 SCI
e) Si k#0,—1 SCD. Si k=0 SI. Si k=-1 SCI.

1.12.8 Si k#-2,-3 SCD, Si k =2 SCI, (x:%—%z,yzo,z:lliure),

si k=-3 Sl
1.12.13 Si A =2, compatible indeterminat amb dos graus de llibertat. Si 4 =-4,
incompatible. Per qualsevol altre valor de A4, compatible determinat.
1.12.14 Si A =2, compatible indeterminat amb un grau de llibertat. Si A =-4/5,
incompatible. Per a qualsevol altre valor de 4, compatible determinat.
1.12.15 Si A =1, compatible indeterminat amb dos graus de llibertat. Si 4 =-1,
incompatible. Per qualsevol altre valor de 1, és compatible determinat.
1.12.16 Si A =3 compatible indeterminat amb 2 graus de llibertat. Si 1 =-3,
compatible indeterminat amb 1 grau de llibertat. Si 4 =3 i A # -3, compatible
determinat.
1.12.17 a) det=(mM-2)(m+)(m-4)=0<=m=2,m=-1m=4
M=-1=SI, m=2=Sl, m=4—= SCI



x=2/5
b) {y=9/5-1
=41
1.12.23m#2,-2=SCD, m=-2=Sl, m=2= SCI
1.12.24 a#1-1=SCD, a=-1=SIl, a=1=SI
1.12.25a) Det=2k?*(k+1)=0<=k =0,k =-1
k#0,-1=SCD, k=0=SI, k=-1= SCI
X=-Z
b) y=-1
z lliure

221 A+B=

222 A+B=

o O o O

223 A-B=

o
(62}
" N O FrPr Owo NN OO

224 A-B=

-6 0 12
23.1 3A:( ]

N
N

232 -2A= 0 2 8

24.1
-19 -10 24 31 -9 -8

10 20 14 -3
al 3 2 -5 b)(9 28] ol 3 1 15 d)( j
17 6 -13 ~10 4 28

-7 -12 -3 4
242 A-B= . B-A=
-6 -12 9 -16
243 a) (— 1) b) no es pot realitzar c) No es pot realitzar d) No es pot realitzar

0
e) (3 2) f) No es pot realitzar g) (2) h) No es pot realitzar.



244 A-B+C=|-1 4

0 13
1 -7
245 A-B-C=
1 5
, (-7 -8
251 A=
1 -8
, (4 -6
252 A=
2 -3
-7 0 -7
253 A’=|-3 -6 -10
—4 11 10

254 1. A=l A =p3=-A
255 A’=| AP'=A2

2" 0 0 2" 0 0
2523 A" = 1 0| sineésparel | O O 1| sinéssenar
0 0 10

N~ =

0
0
1 k k
2524 A=|0 1 0
001
M

2525 M* =

31
2.6.1
4 2
2 -4
262 X-=
-5 3

-3 -1} , (-1 0
2612 X = AT =
—2 -2 17 -1

3% 13
2.6.26 X =

0 2)
2.6.27 PA/7.1.7

2.6.28 a) A= b) | |=
-1 1 y) (4
10

) 1 k+2
2.6.29 A" +2A= =10 1 =k=-2

k+2 (k+1)°

a-a 0,b=1 0 0
2630 °=A={a’+ab=a< a=50b= = A= ,A=

o a=1b=0 0 1

2631 a=5,b=1
2.6.34 a)

11
0 0

|


http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasAlgebra.pdf

a’-2a+2 2 (1 0) (2-2a 2 -
2 a’+2a+2) (0 1) | 2 2+2a

a?-2a+l=2-2a=—a==+1
a’+2a+l1=2+2a=a=+1
b) [A/=-a’ =0<>a=0=> existeix A™ si i noméssi a=0
2.6.35 x=1
3/2 -
26.39 X =
-1/4 2
26.40 a=-9, b=-6
2.6.41 m=1, m=-1
2.6.42 a=00a=1;b=00b=1

2.6.43 k=-2

0 0y (2 0) (2 0) (0 O
2.6.44 , , ,

[O OJ (0 ZJ (b Oj (b 2]
2.6.45 a=b=-2
2.6.46 a=1
2.6.47 a=-1
2.6.49 k=-2

(o OJ (4 oj [2 2j (2 —2j

2.6.48 : : ,

0 0)'\o 4)'(2 2)'{-2 2
(1 0 2j (2 -1 oJ
1Y:

-1 1 3 3 -1 2
(—1 3) (2 OJ

277 X = Y =
-5 — 32

T Y

279 a) X = Y =

1 -2 1 1

b) La inversa de X no existeix perque el seu determinant és zero.

v 1 1
-1 0)
-1 3 2 0
2.7.10 X = Y =
-5 -1 3 2
1 0 2 3
2712 X = Y =
3 -2 0 -1

2 -3 4 -1
2713 X = X =

1 2 —2
2714 X = Y=
-3 —J [3 —4)

2.8.10 a=-1

271 X




2.11.1 x{ 2 2+22J
114 +12 A
311 a)-7 b) -13 c) 47 d) 22
321 a)-18 b) -50 c) 79 d) 45
3.2.2 a)x;=-3, X,=-0.667 b) x;=-1.5, x,=-0.333
3.23 Det=(a—b)(a-c)(c—b)
3.3.3 Sialaprimera fila li sumem la resta queda una fila de zeros, i per tant el
determinant és zero.
3.35 120
3.3.9
a> ab abl |a ab ab 1 b b 1 b b
ab a’ Db*=ab a* b’l=a’b a® b’l=a’hb a’ b?
ab b®> a? |b b* a’ b b*> a’ 0 b*-a* a’-b?
1 b b
=a’0 a*-b’ 0 =a2(a2—b2):‘(1) 2 p? =a’(a’-b%)’
0 b*-a* a’-b?
3.3.12 a) Rang(A) =2 per a qualsevol m. b) ‘AZ"‘:WZO:OZO:O
3.3.13
3 0 1 1 01 Xy z
a) 3x 2y z|=6)x y z/=-61 0 1=-6
6 8 6 2 4 6 2 4 6
b)
2+X 4+y 6+2z| (24X 4+y 6+1z] [2+X 4+y 6+z
3x-1 3y 3z-1§=3x-1 3y 3z-1+3x-1 3y 3z-1=
3 4 7 2 4 6 1 0 1
2 4 6 X y z
=38x-1 3y 3z-1+@3x-1 3y 3z-1+
2 4 6 2 4 6
2+X 44y 641z 2+Xx 4+y 6+2
+ -1 0 -1]+| 3x 3y 3z |=
1 0 1 1 0 1
X 'y z| Xy z |2 4 6 2 4 6
=13x 3y 3z|-11 0 1+3x 3y 3z|+3x 3y 3z|=
2 4 6,2 46 |1 0 1, /1 0 1
Xy zi Xy z Xy z X y 2
=—1 0 1-32 4 6=2/1 0 1=2]1 0 1=2
2 4.6 |1 01 2 4 6 3 4 7

3.3.14




a> ab b? |a® ab-a® b*-a°
22 a+b 2bl=|2a a+b-2a 2b-2a=
1 1 1 1 0 0

ab—a’> b’-a’
—a+b 2b-2a

b- b-a)(b b
_pl-a) G-abra) e DA bya-b)=(a-by
b-a 2(b-a) 1
3.3.15
1 1 0
) @ b-a c-a|®
a cl=la b-a C—ai|=|, o, 5 L=
az bz Cz az bz az Cz_aZ b®~a ¢ -a
1 1 |@ 1 ©
b-afc-a =(b-a)c-a =

(b—a)c—a)c—b)
(1) C2-C1, C3-C1
(2) Desenvolupament per adjunts de la primera fila
(3) Treure factor comu en totes dues columnes.
(4) Cc2-C1
(5) Desenvolupament per adjunts de la primera fila.
3.4.1 a)-186b) 18 c) 164 d) 230
3.4.2 a)-78Db) 112 c)-490
3.4.3 1. Det(A)=-3, Det(B)=3, Det(C)=3
433 a)Si k=01 k=x1 Rang(A)=3, en cas contrari Rang(A)=2.
b) Si a=+2 Rang(B)=3, en cas contrari Rang(B) =2

~1+.5
2

d) Si m=0,2 Rang(D)=3. En cas contrari, Rang(D) =2.

e) a=01-1 Rang(E)=3. En cas contrari, Rang(E) = 2.
4.3.9 Sia-1,1rang(A)=3, i existeix inversa, Si a=-1, rang(A)=2, Si a=1, rang(A)=1
4.3.12 Si a=0,1rang (A)=3, Si a=0 0 a=1, rang(A)=2
4.3.13 Det=m?’(m+3)=0<m=0,m=-3.

m=0,—3=Rang=3, m=-3=Rang=2, m=0=Rang =1
511 b,ce

c) Si a=-1, Rang(C) =3, en cas contrari Rang(C) =2

5.1.4 1. http://www.toomates.net/L listes/a2014/gen/pau_matel3sp.pdf
2. m=-2, m=1/2
3. m=1
4. m=1/2
5. Sempre en t¢ d’inversa.
6. [A/=c®+d?, per tant només en el cas ¢ =d =0 la matriu no tindra inversa.
(1/ 2 1) ( 0 - j
52.1 1l.a) b)
0o - 1/2 4

L (-1 3 -6 20
528 B= X =
1 -2 5 -15


http://www.toomates.net/Llistes/a2014/gen/pau_mate13sp.pdf

5.2.15 |A =10, Alz[zl 31]

5.2.16 a#0y a#3
52.17n=1

5.2.18 a) Existeix la inversa per a qualsevol valor de k = 2—23 i k=0.
2/3 —1/21)

D) (M-NY :(1/3 1/21

5.2.19a)A1:[(1) _] b)X:(g 1 -4 Oj

4 -1 -1 14 -2
-1 1
5.2.20 a) a#0,-1 b) A:(ll2 ~ ]
5.2.21 Sempreque m=-2 i m=1
5.2.22 /1;::% I A#-2
2/5 -1/5 0 -1/4 1/4 0 5 -4 -3
534 a)| 1/2 0 0 b) | 11/8 -7/8 2 cgl1 -1 0
-6/5 4/15 -1/3 7/8 -3/8 1 -2 2 1
2 -1 2
535 a)a;t\/g b) AT=|1 -1/3 4/3
2 -2/3 5/3
1 1/3 O
53.6 a)m=1,3 b)A'=-4 -4/3 1
0 13 0
1 00
5.3.11 a) Sempreenté d’inversa b)| 0 2 1
-2 11
-1/2 0 1/4
5.3.11 a) k =1 byM*= 1 0 0
-1 1 0
5.4.1 7.M2-3I-M1:3M-M-Ml:3M-M-M1:3M:>M:[1/3 1}
1/3 2/3
-1 0 1
8.a) A°=|1 4 4| A=l
-1 -3 -3

b) AP+1=0=A A =—I=A(-A)=1= At =-A?
c) A® =1, dividint 100 entre 6 el residu és 4, per tant A" = A* = A

5.4.1 Suposem que existeixen dues matrius AB=BA=1 i AC=CA=1. Llavors
AB=1=B=IB=CAB=Cl=C=B=C



542 a) AB-BA'=A(B-B*)At=A-1-A*=A-A" =1 iper tant
(AB)'=B'A™,
b) De la mateixa forma, (ABC)'=C*.B™*-A™

5.4.3
(A7) =

(W) (a

| =AB-(AB)™" = A-B(AB)™ = A és invertible, i A" =B-(AB)"

5.4.4

5.4.5

5.4.6
1 1 )
(kA) = A
551 a) x=5,y=-3,b) x=-1,y=2,¢) x=-2,y=-5
5 -3 6
552 X=[-2

[EEN
~ O o

553 X =|-5
0 -5
3 1 -5
554 X=|-4 -5 2
4 -3 4
-3 11
555 X=/-3 0 0
3 2 4

P O N W -

11 2
5510 a) A> =1 =A™ = A b) B=( ]

31 -1
X 8 -3/2)\(1 5
DH
1 1 1)\x 2 1 1 3
a)|2 -1 2 |y|=|-5|b) DetA=6, A*==|4 -2 0
1 0 -1)z 3 1 1 -3
x=1
c)sy=3
z2=-2
56.2 a) |[A=a’-3a+2=0<a=la=-2.
Siazlia=-2 llavors SCD

5.5.11

5.6.1




Si a=1 SCI (sistema homogeni)
Si a=-2 SCI (sistema homogeni)
563 a)x=y=z=4

-1 1 1
0AT=1/2) 1 -1 1 x=1y=-3z=1
1 1 -1

563 a) |A=A(A-1)=0=1=0,1=1.

SiA#0i A#0SCD,Si A=00 A=1, SCI.
b) x=Ly=1-1,z=4

-3 3 0
) At=(/6) 3 -1 2 x=1y=0,z=1
3 1 -2

56.4 a) |A=a’+2a-3=0<a=la=-3

Siazlia=-3SCD.Sia=1S.C.D,sia=-3S.I.
b) x=-314,y=1-1,z=1.

5 3 -14
O AT=(1/12) 1 3 2 x=—X .3 ,.1
1 -3 10 0 6 ®
611 a=4,
1 -k k*-t
612 B'=|0 1 -k
00 1

6.1.3 Si 1#0,1/2elrangés3.Si 1=0 0 1=1/2 el rang és 2.
6.1.4 Sim=-23elrangés3.Si m=-2 o m=3 el rang és 2.

0 0 -1 -1 0 O
615 A'={ 0 -1 O |ipertant X=1-BA*'=| 0 -1 0 |=-I
-1 0 0 0O 0 -1
-1 2
6.16 A=
23
-2 1-1 .
6.1.7 a) B= , b)) A=31 A=-1
-1+ -1-2A+4
6.1.8 Sia=1/2 elrangés3,si a=1/2,elrangés 2.
7 -1 -3 11 -13 21
6.19 a) (A-BC)*'=| 5 -1 -2 by X= 8 -9 16
-6 1 3 -10 12 -18

6.1.10 a) Si k=-1 SI, si k=1 SCI, per a la resta de casos SCD.
b) Si k=1 SCI, si k=-1 SI, per a la resta de casos SCD.
c) Si k=-2 SCI, si k=-3 SI, per a la resta de casos SCD.

6.2.1

6.2.2

6.2.3



6.2.4
6.3.1

6.3.2

6.3.4

6.3.5

6.4.1

6.4.2

6.4.3

6.4.4

6.5.1

6.5.2

6.5.3

6.5.4

6.6.1
6.6.2
6.6.3
6.7.1

6.7.2
6.7.3

Si k=0->S.1,si k=1—>S.C.l., laresta de casos: S.C.D

2 2 1
AP=|-1 -1 1| A°=1, A=A’
0 1 -1
. F 411? 65—ﬂ
X=A"'B= =
0 1,3 4 3 4
2) AB—[1T 3+mj,&MAB%:W+Gk—2:Oc>k:{_
1-k 1 1/2
4 -1 k-3
b) BA=|k 2k k* |, det(BA)=0
2 -2 -2
X=-2+2y
Si k=0, SCI: {y lliure
z=5-3y

Si k#0,SCD: x=-6,y=-2,z=k+11

3

A87 —

a=0

S

x=1

-3 4
2 5

-1 0
A=l0 -1 0
0 O
a=-2,b=4,a=12b=-3
x=3/2
Sia=1,SCl:qy=2-z2
y lliure

0

-1

4 -3 0
A =A=[4 -3 1

1 -

-7 6
5 _

1

-1

x=200, y=102,z=50
P=Q=5000€, R=10000€

|

415 3/5
-3/10 7/5

|



6.7.4 (AB)1:(7/3 _4/3j

-4/3 5/6
6.75 x=-3,y=1,z=0
6.8.1
0 1 2
|A|:a+1 -1 a—2:2(a+1)2—(a—2)—2—2(a+l):
-1 a+l 2

92 B PSP B B a=0
=20 +4a+2-a+2-20-2=2a" +a=a(2a+1)=0= 12
a=-

6.82 A4=1->SCl, 1=-2->SI, 1#1,-2—>SCD
-6 -12

6.8.3 X =
9 18

6.8.4 x=3y=z+3 zlliure

6 8 5 A3 — I A203 — A3-67+2 — A3<67A2 — IAZ — AZ

6.10.1 x = 120€ refr. y = 160€ cerv. z = 220€ vi
6.10.2 Pregunta 1: 2 punts, Pregunta 2: 1 punt, Pregunta 3: 3 punts.

0 1
6.10.3 X =
o )

o 2 -5/2
6.104 A" =
-1 3/2
6.10.5 SCDx=1,y=2,z=-1
6.11.1 detM =2m(m-1)=0<m=0,m=1
Si m#0, m=#1=Rang M=3, si m=0=Rang M=2, si m=1=Rang M=2.
6.11.2 a) det =4 -61+5=0=>1=1,4=5, 1=1,1=5=SCl

-1 1 .
b) {x:?z,yzéz,z lliure
6.11.3
on
0
0

si n és parell

A" =
2n
0
0

~12
6.11.4 X =
o

, (3 -2 3 -2
6.11.5 a) A2 =  1-2A=
~4 3 -4 3

11
b) A2=1-2Ac A’ +2A=1 < A(A+21)=1= A" = A+2I =[2 J

si n éssenar

O r O +» O O

R O O O kL O

a1



3 -4
6.12.1 X =
)

X+Y+2=7400
6.12.2 a) {2x+4y+5z = 27800
X+Yy—z=1000
b) 2500 € empresa textil, 1700 € empresa de gas, 3200€ empresa de telefonia.

6.12.3 SCI X:E—z : y:l,z lliure
2 2

0 -1 0 -1 0 O 1 00
6.124 M*=|0 0 1|,M°=[0 -1 O |=-I,M®=|0 1 O|=I
-1 0 O 0 0 -1 0 01

127=6-21+1=>M*?¥ =M* =M
6.13.2 Si a#-1,2 SCD, si a#-1 Sl,si a=2 SCI.

6.13.3 A*+2A+1=0=1=-A"-2A=A(-A-21)=> A" =-A-2]

-2 0 -1
A'=| 0 -1 0
1 0 0
L (1 -2 -5 -6
6.13.4 A= X =
0 1 3 4
1 -2 0 -1
6.14.1 X = Y =
1 -2 11
6.142 A=A
0 3
6.143 X =
4 —
L (1 12
6.14.4 A
0 3
712 a) A= 20
(600

5 _(08 0.4)2000) (1840 M- 0.8 0.4
A= 0.2 0.6/ 600 760 0.2 06
_ (0.8 0.4Y1840) (1776
0.2 0.6/ 760 824
_~ (08 1776 ) _(1750.4
A 0.2 824 849.6
0.8 0.4 , (072 0.56
0.2 0.28 0.44

A —M7A 0.72 0.56)1840) (1750.4
- 0.28 0.44 )\ 760 | | 849.6



PN

~05 2

d)1i0.4

e) Si és diagonalitzable. (0.894427, 0.447214) i (-0.707107, 0.707107)
08 0.1 0.02

714 a) A=|0.14 0.7 0.08
006 0.2 09

0.8 0.1 0.02)1/3 0.307
b) | 0.14 0.7 0.08 |1/3|=|0.307
0.06 0.2 09 )\1/3 0.387

1/3) (0.8 0.1 0.02)(1/3) (0.284
c) A’l1/3|=]0.14 0.7 0.08||1/3|=|0.289
1/3) (006 02 09 )\1/3) 0428

7.1.5 b) Laempresa tiene 1848 clientes y la competencia 1307
¢) 2000 clientes en la empresa y 3000 clientes en la competencia.
7.1.8 a) 27964 (E) i 41736 (D) b) 34638 (E) i 18012 (D)

H,) (5 1 H.,
N) (H,) (400 200 50
725 a)| H, |=/30 1.2 , = H,
A)’\H,) (300 100 30
Hy) (33 1.3 S
H,) (25 1 H,) (10300 5100 1280 H,
400 200 50
b) [ H, |=|30 1.2 H, |=|12360 6120 1536 | H,
300 100 30
Hy) (33 1.3 Ho ) (13590 6730 1689 )\ H,
H 2 1
G
7279 T |=| 5 3|
G) (100 80

b) 70 huevos, 190 terrores de azucar, 4400 gr. de harina.
c) 17 pasteles grandes y 23 pasteles pequefios.

7.2.9 15 euros por cada hora trabajada, 30 euros por dieta y 0,16 euros por Km de
desplazamiento

A 40 60 100\ M
7210 a) |B|=|60 40 80 | T |,
C 20 30 90 A N

Beneficios: A =960000 €, B=820000 €, C=720000 €
A 36 54 90 \M

b)| B|=|5 38 76 | T
C 24 36 108 \ N
Beneficios A y C: 864000 €, Beneficios B : 779000 €
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