) FIMEGA Exercicis alumne — Us al centre L1
Limits - Resum i exercicis - Continuitat
o0
e Indeterminaciones. /[ o0 00 =00 0/0 ; 1 ; 0o
- x n m
e Fuerza de las funciones: @ >> X >> \/E >> logb X
la) Limites cuando x - |
» Solucién directa: Nos quedamos con el término de mayor grado y despreciamos a los de menor potencia
Ejemplo: lim —x? + 4% + ¥'= lim —x% = —o0
X—00 X—00
> Indeterminacioén tipo |— n :
0 o Px) ax' +bhx+ Si grad del numerad > grad del denom. = @
. Iy . —. —| — = ——— =/ Sigrad del numerad < grad del denom. = 0
a) Si es fraccion de polinomios: Regla de grados | ¢ Qfx) h-xd roxs Si grad del numerad = grad del denom. = a/ b
_ im 3 28 im i e
Ejemplo caso 1: xlﬁmT = o= Indet. = /I T_xlﬁm =

% -x+1 0 ) xz—/yé./‘l/_ ] x2

) 1
Ejemplo caso 2: x—mm "o = Indet. = Jim, W"Q@m 3, -
, 332 -2x +5 32 —Fer .E

Ejemplo caso 3: xIm ; = Indet. = ||_n:)1m e /{ _)J—.m i

0 4?4
b)Si es fraccion de funciones: 12 ganan exponenciales (base>1) 29 Potenciales/raices 32 Logaritmos 42 Sen/cos

> Indeterminacién tipo |00 — 00
a) Si hay una raiz - algo: Multiplicar y dividir por el conjugado, para utilizar la férmula: (a + b) - (a — b) = a? — b?

-\.i'><+1—x](~.l'><+'|+x)  x+1-%* @ —xZ
i - - i S td- : [: im ————=— = lim — = lim
xllm Jx+1-% = w-w = Jim "a E-th

A+ T+ T X4 Tex 0 X0 o X
2 2 2 —1)— 2 —_
b) Si es del tipo: fraccidn — fraccidn: Restar las fracciones y volver a hacer el limite. Ejemplo: 11m 2 3% im i D-8xix—1)
wx+l  x-1 x50 (x+1)-(x-1)
> Indeterminacion tipo |0 - Hacer la inversa de un factor que da 0 para convertirla en el tipo: 00/00 si es necesario hacer L’Hopital
Ejemplo: 11m x-Inx=0-0 - llng)— =— —> L'Hopital: — /x =—x=0
x-0 =
X
X X
> Indeterminacién tipo Si: llmf(x)ﬂ(") =1* —»Cambiar por: le A g (- F0- ]‘

. | -Eat
Ejemplo: w2 3 im | ——
. T I Loy [3X=5-3%+2 K= | F - 2 —e 1
lim_| 3 ST = [z]mﬂ indet. = xPs {3){-2 I] _ NLUR [ %-2 =E -® e
e =

Hm[sx-z £

b) Limites cuando x = n° |

> Solucién directa: Sustituimos directamente. Ejemplo: lirr21x2 =22=4
X—

. . ) Método a) Descomponer en factores y simplificar
> Indeterminacién del tipo: =

Método b) Aplicar regla L'Hédpital derivando Num y Den

xt-2x% -6x+12 0 ' M[f—) o =82

i fonal; Jim =2t = 2 Indet. = lim i -
a) Si es racional: M, < +3x-10 0 S W x+5 2 %45 7

Jx—_'_' 3 0 (\l'xz-i-ﬁ-ﬂjl[-u')’(2 +5 +3] i (Xi—?) 4

= Indet. =

b) Si es irracional:

lc) Limites laterales |

» Caso fraccion (algo/0): Para ver la tendencia de las asintotas verticales: llm — = —o0 | ; lim ~ = 4o T

+x-2 x—-27 X2
» Caso funciones a trozos: Comprobar si son iguales los limites laterales en Ios puntos de unién:

x+3 X< lim (x+3)=
- it = =1
ﬂx}_{fﬂ cAsxga T M 0=l e gy = Luego fim f0)=

X1

oy 2% 0 32 [xz—zx)(ﬁthaJrg "_n’]zx[dx5+5+3) 1273
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Full d’exercicis

1. _lim_ 5% +7x 14 lim 2*
X—oo X——00
15 fem x—16
. 1 ¥=0 3_8 ’
2. lim - X
*>e 2 X168
gel
3 Jim X5 16 " X -
Y X -12-4 h,mu'Ex—l—l
17 K=l x—=1
i tim 4x3 -2 y.t_}nm['\l'lxg+2x+3—w'rxz—2x+3)
=0 ¥ .3 18
(x+1)[x+2)
5. lim %% -2x% 19 wse (x43)(x +4)
ToX=0 4t oy . x—4al
20 x->311',|";_9
x+3 100
6. Jim, J— - (x+1)
ve [2x+ 50
21
) Cos X
V¥ +2x-6 ,{E )
7. L%m 29 21+ x
x2 -
lim
23 x-32 x=2

, 1-x

8. lim 4 - _ 1=
im CH+It-x .:Irlm‘l Jz—

*= 24% 712 <4x* +3

X —x"-4x+4
lim

- - x—=1 X=1
9. Jim Jk¥2-Jx-2 25 (x=1]
X
26 lim (3)
T34 x>=00 \2
. r-x4+
0, Im ————— . x+2 x—3
rew Jxt 4 37+ 300 271}(r_r)11 1 23r12
. 2x3-4 6x*
1. im 5x 21 x1—1>r+noo x  3x%2-7
¥=2 x=3
28 Continuidad en 0y en 1
x+1 si x=0
2. _ 2 ;
12.  im X 1 flx)=+x*+1 Sll O<x=1
x=1 x-1 2x+1 si x>1
. 29 Hallar a y b para que sea continua
13, i Y21 ) _
x=1 x-1 x2-b si x<0

f(x)=<ax+b si 0<x=<2
x*+b si x>2
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Solucions (1/2)

. 3 : 3 — 1 3_ i oo =
1. xlﬂ'}nmﬁx +Tx :*xfll'r'l a4 +?x—)Jl_!;i“lm ox QLHMS o e

- . X . X
odn, 2 Tre T e a7 G T

4. lien 4x° -2 o~ % o m 45 =2 - 4x* gradod _
=0 [y .3 en Xx—0 fr-3 x%& grado 12
z 2 3
% -2 o wt— 2w . S 1
R ——i — lirry ——= m —=—
R AL v g QL P gL oS

— = |im

. o . %+ d . X
N N L I W
J ¥2%-6 @ F %6 & grado 572

7. Jim == = =
).]—:m W dx+2 o X—}mx-4x+2 Q—m ¢ grado 3

8. Jim_ X +3x-x = .. w-w
(q"x1+3x-x](\fxi+3x+x)

(3x) -2

im A + 3 =% = _lim =l — .
= ¥=e [ x:’+3>=:+x) =y i+ 3%+ %
¥ 4 3x=t ) Ix . Jt . 3x o 3x 3
-—=:- (I — - i = i ————

m lim
= P e 3x 4 x ""“Jx*+3x+x w AR STy Gxex TP Xax ¥Sedx 2

9. Ji_%\l'x'i-E-q -2 = _ ;-

. (Vxr 2=k =2) (a2 + o2 =2)
)Jlgﬂmw’x+3~x*3<-2- lim NP -

- (,jg+2)*_(4§_2)*= i _X¥2-x+2 4
M hraedee? X ieve?

=0

2=+ 1,
10. | x _x = & _ 14040 1
1o 2% 45 +300 x4m, . 1 300 Y
T +x 24+ e+0+0 2
X X F
M. dim X = gm0 0
=2 %-3 =2 x-3 -1
z T _ 1 _
12 im 2t o i Bl BN e1e2
=1 x-1 =l oxw-1 x=1 w=1 x—1
. Ja=1) [Wx+1 %=1
13, im ¥ (H=1) ) (x-1)

. 1 1
KA A () (ferd) e (e l) o (eed) 2
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Solucions (2/2)
14]jmx3+1 R: fim x3+1 1 +1:E: e 1y
T T Tl 2 o [ ] [H—] o
x x
. xt-16 -6 2N e x50 woe (24 507w ( SOTT 2
S 2L g
15 r=0 x — 8 -8 x x
hmx 1 ’s COSE g BOS w2 =9=0
16 5 28 ol gen xR It sen w2 2

Meétodo factorlzacién

2= = (x =T A 2 T e T
i X16 lim(x 2)o +2xX +4x+8)

1 =8 i [x- 2000 + 2+ 4

(x3+2f+4x+8)_(2 +202M+ 421+ 8) _32_8

o (o + 2x+ 4 G + 2020+ 4) 12
Método L 'Hobpital:

b ( s

2 ¢ —16)

i 4x’ o 3

A (2 _s) T3P fim X 16:]@%:@:
a w3 xt—8 %1 3x 34

(USRI wa]

«.I'EJr “ieax-1+1)
(x—1) sz 1+1)

3 EM _ 2 1
1 (T (2x—1+1) N1+1

18 I ["-'rx +2x+3 =z’ —2x+3) o
ljﬂg(x/12+2x+37\j1272x+3{ﬂfx2+2x+3+~fx9—2x+3J=

I T T S -, YRR

P r2r+3-2+20-3 . 4x

i 2 2 =
R i T S e e 3 2 3 N 2 3
1t —+ — |+ =+ —
XX XX

4x . 4

19

. (x+])[x+2)=Hm (x+1)[x+2) X +3x+2

pse(r+3x+4] e(x+3)x+4] reex'+Tx+12
x—81

20 ¥=8l 3 — 0

Método 1: como x —&1= (ﬁ— 9)(\E+ 9)

,Pi%lxx_g; Pi%l(vr()(i”) ti (V5 +9)= (BT +9)= 94318

i[x 21)
Método 2: L’Hopital a:’x

—lfx -9 1/22:

"‘_81=1jn%12¢”=2~j8_=2[9)=18

¥=8l . 0x — 0

—

x2—4_ . (x+2)(x-2) _ . _
23 Jlsz x-2 -;!anz (x=-2) _:!I_Tz(x-‘-z)-“

24
lim 1-x° = tim = X2)2+Vx* +3) = lim(2+4x2+3) =4

=1 [i203 =10 2 i3)y2e2+3) 1

25
 xP_x2_4x+4 0 x- fo 2a)_ . [P-4)_
lim ————— =—=1lim lim
x=1 [X—1)3 0 x=1 (x= ‘1)3 x=1 {x—1)2
26 w©-ow
iim xZ-x-1 _
) =
im(X*2__ x-3 Cim X =x=1 xer (X Dx-2)
xoll x=1 x2_3x+2) x21(x=1)(x=-2) . x2—x-1
lim —————————— = 40
= no existe el limite | x_1+ (X —1)(x -2)
27
lim (x +1)=1
= i =
xil s xso = M= {Ilm(x +1)=1 s continua enx=0.
!(x):{xzﬂ si Dex<1
el sl x>1 = nmf(x) {Ilm(x M = discontinuidad de salto
lim(2x+1)=3
28
lim (x? = b)=-b =f(0)
Ilmfx— x=0" -b=b=b=0.
) lim (ax+b)=0
x—0"

lim (ax+b)=2a+b="F(2)
lim f(x)=1""% - _
x—)Zl:} I|m{x +b] 4+b 2a+b=4+b =g=2

x—2"
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Ejercicios solucionados
lim Tx-1 _ Ix 1 4 1 .
1. x3w 3 E _ 5 m lim X X =lim X =
Hox* +4x -2 e Bx? ax 2 e a2 35
PR e
1 z T, 2
lim Y +x® 41 lim YA X741 A,
2. x-ow xz +1 oo X xZ 41 1
2 2 —
Iim(x +17¥ -3x +3 _w Iim(x +1¥ -3x%2 +3
3. 3o x3 -5 e X 3o X3 -5
8 & _
Iimlr::-g(x —5)23 li I@g(x2 5) 0
4, X—=w W oo X3w X
. 1 . 1
lim m;18x2+17J Ilm[mﬂsz +17J=m-0
5. X—)n[ .'32X2 _ 3 X '|32X2 _ 3
2
o [IBx e IimJ18x2+1 :\{“ 18x? +1 [ _[9
6. limi= 7= 10 \32x7 -3  Yxee32x7 -3 16 4
. (1+x¥-1 0 . 2 . .
2 |Iﬁ|}¢=— lim = +2X=I|mx(x+2)=llm(x+2)=2
. x- 1% 0 x—30 w x—0 W x=30
2
lim_%-9 _0 lim X #3Xx=-3) . (x+3) _,
8 x—>3 xz —-5x%x +6 0 X33 (X 2)()( 3) X3 (X —2)
. x+1-2 0 GIx+1-2X% +1+2) _
9 le—:.a ~—3 0 ek (x-3)Jx +142)
_ x-3 _lim 1 _1
’-‘3(x DX F1+2) 8 (xrl+2) 4
Lo lim («fxz +3x —+fx2 +X)=m—m i (Vo +3x — x4+ x (V%7 +3x 4% +x)
- x>-e (sz +3X +4x? +x)
i X3 =X X 2x _@
"‘""(\r'x2+3x +~Jx2+x) "‘""(\/x2+3x +~J'x2+x) o
2x
- lim — lim 32 . =%=1
3w o, v e X3w
\’?+x_2+'\[?+x_2 \{1+?+\/1+x—
lim X _ x*+1 lim x? x?+1 o
11, »selx -1 x-2 —elx-1 x-2]

¥ 2% - —x x4+l _lim —x? —x— +1
xm x? -3x+2 la xZ _3x +2
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Exercicis alumne — Us al centre
Ejercicios con soluciones

1. Calcula los siguientes limites:

. =1 . x%-3x+1 ox2 1
i ————— BY lim — c) lim
a} "_'1KJ+2):2—EX } a1 x2+2 :I L LT |
] 2 2 4
ot =4xT 4+ b =2 X +X L N2=x =2
| ry im —
9 Llfn" P exfox+1 °) *[-F'T*]i' x¥ ! 20 x+x
4 3 2
. x—2 . KT =-BRT + 9% —-Tx+2
lim ————— hY lim
® o2 x+2-2 } e xt o2kt +2x% -1
l} ||m d—5+x j:' lim Jdx—=-1-1
wed 2B -x =2 +2 -2

2. Calcula los siguientes limites:

1
1 ] X 1 24+2x—x° ) 1 Yz
al i - bY tim ¢} lim
) () };_,1[ )  im ()

- hl
x=-2 XT—=2x%

A=l
X
. (3-x . 2 (% x|
d) lim [?.+x] e) 1=1_r?n(1+3x}: f) lim [T
o (3% +5)5% +2) : x* +1
m{l+x+x* h} Hm St i) lim | x* -
g) % -0} ( ) ] - —-(x_3)2 } H—PH.'I[ xz ‘_1]
. s

da+]
i) lim Nx +9-3 k) lim (Jx’ —3x 42 =X wx] ) tim | .5 Ll
= x4z T

Lol
(% —x4l) x

m} lim | ———
row | xS 42

Soluciones

1) a)3/4 b)5/3 c)4 dy-1/2 e)-1 f) -ﬁ g)4 h)0i)—2/3j) 2
2) a). 4o b)32 cj+o d)1 ele®i)eg).e h)=15 i)—1 1 k)=1 )1 m)e”

Ejercicios de limites por L’Hopital:

E x ¥ x
1°) - & . g . ] a8
lirn lim = lim litn — =+
o xﬂ +x ¥—w xg + 0 o] o o
1
2) g DX g B TogmE g L-
e - =1 = ,wu";
s 5.‘-’:
: 1 1
39) lim [_— ] 1 1 . sen(x)—x
g lirn —- =lim _
% sen(x) x—}ﬂ[x SEH(X)] x—}lil[ xsen(x)

=0

~ fim cos(x) -1 - fim — sen(x)
w0 sen(x) + x cos(x) i

droos(x) — x sen(x)
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Limites con exponencial.

Indeterminacion del tipo 1° con el namero e.

Método 1:

fx)
lim [1 +—] =e
e Se debe parecer a: ==* f(x)

e Sila base no empieza con 1 se le suma y resta 1. Si el segundo término de la base no tiene 1 como
numerador se pasa al denominador su inverso. Si no coincide con el exponente se multiplica por su

inverso.
Ejemplo:
1 1 1
L (2 #1yT . 2x +1 x-1 . x—1Ya
lim =1 = - ‘ i _
1 ( x+‘2) == Sumamos y restamos 1 |IIQ’1I (1+ <32 1] comun denominador —le (1+x+2)
_l[ ¥42 x-1 1
x— x—1 x+2 x-1
. BT . T 1 L 1
Inverso—lxlm 1+ 2 Elevamos al denominador = I;EH l+m =C'm,.z =e? =3fe
-1 ®x -1
Método 2:
A(x) . F(x)
lim Y™ :eI'L"MX)[g(")_l]
e Cambiar por: x—2ig(x)
Ejemplo:
1
. 2X +1 Y1 - . 1 Y2x+l_ iml L 1
Ll—rﬂ[ X +2 ] =1 == el"’g][HI x+2 l]=el’m[’”2] —e?=%e
Ejercicios de limites exponenciales:
an’ +2 3x%42
) 202 }5n-3 %2 Y523
lim li —w®=
x—)—m[3n+1J xlf)nm[B}{+1 wo=®
1 Sol:
2
342 2 —3xT+2
5x-3
lim [ 2] =2 lim | 2% _weo L _1_g
xll'l)’lm BTl xow| 3x+1 ™ O
2 Sol:
-3n?4+2
lim 2n2 ]5n2—3 5 —3x22+2 3
ETURT 2% 54°-3 -z 1 1
3 x| 3N+1 Sol: lim —o 9 — =—=0
: x2w| 3K +1 Jp3 @
InZ42 2
2 _ 3R°42
lim _2n7 | ) 232 Y5x-3
x>l 303 41 lim | —— =0"=0
4 Sol: x=ol 33 +1
-3n%42 2
lim (22| *"? oy Yons L1
x| 303 +1 lim | ——— 0¥ —-Z-w
5 Sol: ¥l 37 +1 0 0
—-3n +2 » 3% +2 a
lim {207 | =’-2 |im[72}‘ 5%°-3 =[2} -1
— 2
¥ —300 3n2+1 K=ol 3 +1 3
6 Sol:
. I 2 s li E T+ 3x%)— Ii 2-3x
7 xlﬂ:lﬂ [1+3x]2fx xll_n;h[hi?\x] == =8 x40 x [( *%) .|:|.=.E><2"]Ij X e
Sol:
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Continuidad:

En un punto:
Para que sea continua en un punto debe existir la funcién en ese punto f(a) y sus limites laterales, que
deben ser iguales.
En un intervalo:
Cuando es continua en todos los puntos del intervalo. Segun el tipo de funciones:
o Polinémicas: Son continuas en todos los intervalos
Racionales: NO son continuas donde se anula el denominador.
Radicales par: NO son continuas si el radicando es negativo
Logaritmicas: NO son continuas si el radicando es negativo o cero.
Trigonométricas: NO es continua la tangente de multiplos de 90°
Por trozos: Ademas de ser continua cada una de ellas, limites laterales iguales en el punto de
cambio.

O O O O O

Tipos: Evitable: Limites laterales existen y son iguales pero no existe la funcién en eses punto.
De salto finito: Los limites laterales no coinciden.
De salto infinito: uno o los dos limites laterales son infinitos.

Teorema de Bolzano: Si una funcién es continua en un intervalo y cambia de signo, se que existe un punto de
corte en ese intervalo.

Teorema de Weirestrass: toda funcion continua en un intervalo [a,b] alcanza su maximo y su minimo absolutos
en dicho intervalo.

Continuitat de funcions definides a trossos

2x+2 si x<0

1 La funcié f(x) definida de la segient manera: f(x) = {xz 32 si x>0

a) Dibuixeu la grafica de la funcié.
b) Determina els punts de tall de la funcié amb els eixos. (-1,0)(0,2)(2,0)(1,0)
c¢) Estudieu la continuitat de la funcio. f(x)=f(x)*=2 — Continua

3 _ .
2 Estudi de la continuitat de f(x) = {’é i xﬁx siSlxx><22

2
+ax+1 x<2
3. Determina el valor de a per perqué la funci6 sigui continua. f(x) = o *

3x+a x>2
Sol:
limf(x)= limx*+ax+1=22+a-2+1=4+2a+1 limf(x)= lim3x+a=32)+a
X—2— X—2— xX—2+ x—2+
f2Q)=224+a-2+1=4+2a+1 2 4+2a+1=302)+a4+2a+1=32)+a=>4+2a+
l1=6+a=4+1-6=a—-2a=>-1=—-a=>1=a
2x+1 x<-2
4. Determina els valors d’a i b per qué és continua la funcié f(x)={ax*+bx -2<x<4

x—4 x>4

Sol:
x=-2: lim f(x)= liTrzl_ZX +1=2x+1]y-_, =2(-2)+1=-3
xX——

xX—>—=2"

lim f(x) = lim ax?®+ bx = [ax? 4+ bx]|y—_, = a(—2)* + b(—2) = 4a — 2b
x—--2% x—--2%

x=4: liql_f(x)z liqz_ax2+bx= [ax? + bx]yeqg =a-4*> +b -4 = 16a + 4b
xX— x—
limf(x)= limx—4=[x—4],.,=4—-4=0 f(4)=a-4*+b-4=16a+4b
x—4+ x—4%

{4a—2b=—3@ _~1
16a +4b =0 4



o (JFIMEGA
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Tomates. Determina los siguientes Ilimites:

9) im f(x) . lim /(x) , m f(x), £()

' ' ' ' '
[ O
T 1 1 1
T T T T T

) m /() m £, m /), /()

—t +—t
-5/3-2-1

' ' '
L R S

) lim /() . Bm (), i /)

54
a4+ -2 -1 1 =2
} + + } b

T -1¢
-4

F—Ff—t—tp l\ —t

5 -4 N 1 2 3 4 sx it
24
_3--
-4
_5:-

Soluciones: Q) 2,2, 2, -1 h)4, 3, nodef. , 4 i)-1,1, nodef. j)—o0, —o0, -1

a) /(0) b) /) ©) f() d) Im /()
&) lm f(x) 1) lm f(x) @) lm f(x)

a) /(-3/2) b) f2) ©) fG/2) d) lm [(x)
&) Im f(x) flm /(x) g)lm /()

XX x<=2
x+6
f() =1 -1<x<2
X —x
3x—-2 x=22

Sol. a)0b) Nodefc)0d) Nodefe)0f) —wg) 1

a) No def. b) 4 c) 10 d) No def. e) 5/2 f) 4 g) No def




