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Funcion de varias variables
Dominio:

Ejemplo 1: Calcula el dominiode g(x,y) = /9 —x2 —y?2

Para que exista: 9 — x2 —y? > 0 = 9 > x? + y% =»si: 9 = x? + y? equivale a la ec. de una circunferencia de radio 3
y centro en 0,0 o del tipo: ax?+by?-r?=0 que es la frontera.

Luego tenemos que probar un punto para saber si el area es interior o exterior.
Ejemplo 2: Calcula el dominio de g(x,y) = In (x + y)
Paraque exista:x —y >0 »y>—x Dom(x,y) ER%} y>—x

Ejemplo 3: Calcula el dominio de g(x,y) = represéntala graficamente. Estudia el limite cuando tiende a los

x+x2-y '
puntos pertenecientes de la frontera del dominio.

Paraqueexista:x + x2—y # 0 — y =x+ x? esunapardbola: Dom (x,y) € R% y # x + x2
1

. . 1 .
Limites laterales en la frontera: lim — = 4o ; lim —=-o
(x,y)-&+ 0+ (x,y)-6+ 0—

Curvas de nivel.
Damos valores a la z para obtener diferentes rodajas en altura.
Ejemplo 1:z = f(x,y) =9 — x% — y?%;
como: x? + y% = 1% esla ec. de una circunferencia; siz=k: x2+y2 =9 —k
Para k=1: x* + y? = 9 — circuf. de radio 3 ; Para k=2: x2 4+ y? = 8 = circuf. de radio 2,82
Ejemplo 2: z = 6 — 3x — 2y dibuja las curvas de nivel para k=-6, 0, 6

3 k-6 . _ 3 eikefey — 3
y——;x+T,S|k—0.y— 2x+3,5|k6.y S X

Ejemplo 3: Dada la funcién f(x,y) =36 — 9x* — 4y2
a) Determinar su dominio b) Determina las curvas de nivel para C=0, C=6 i C=8

2 2
a) Dom (x,y) € R?; 36 — 9x* — 4y2 >0 que corresponde a la elipse: XT+ y? <1

= — 4 _ 2 -0 - — 4 _ 2 — ﬁ y_z_
b)z=/36 — 9x* — 4y? 2 ParaC=0: /36 — 9x* — 4y2 =0 ~—-+°-=1

ParaC=1: /36 — 9x* — 4y2 =6 — 9x* — 4y? =0 = (x,y)=(0,0)
Limites en varias variables.

Limite de un campo escalar:
= Limite en un campo escalar refleja la idea de proximidad en el conjunto R al espacio R". Para ello se introduce la
definicién de bola abierta que equivale al concepto de entorno de un punto y de frontera.

En condiciones normales el célculo de limites de campos escalares se hace sustituyendo el valor x en la funcién f (x),
pero cuando se producen indeterminaciones es necesario estudiar el limite con mas detalle para determinar su
naturaleza.

Meétodos en las indeterminaciones:

Utilizando factorizacion:

Ejemplo: Calcular el limite de la funcién lim xrd = % - Indet

()= (2,-4) X2y—xy+x?—4x

Factorizando:  lim # = lim ————= lim =
(y)=(2,—4) ¥ y—xy+xe-4x  (x)-(2) ¥EHDHE-1)  (x)-(2) x(x-1)

1
2

(o podemos sustituir una variable y repetir el limite, si es necesario usar L’Hopital)

—y2 3 3
Ejemplos propuestos:  lim Sol: 2 ; X8y Sol: 12

lim
xy)-(11) x=y (xy)=(2,-1) x+2y

Existencia del limite en varias variables:

Si los limites laterales son diferentes cuando nos aproximamos por trayectorias diferentes— el limite no existe.

4 2

. . x*—4
Ejemplo:  li =
(x,y)—(0,0) x=+2y
. ) , x*—ax? 4 \
- Sinos aproximamos porlarectay=x: lim TS — o
(x,y)—(0,0) x“+2x 3
x*-16x2 16

- Sinosaproximamos porlarectay=2x: lim —H——>= ——
(xy)—=(0,0) ¥“+8x 9
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li x*-4(mx)? _ —am?
(x,3)—(0,0) x2+2(mx)?2 T 1+2m?2

- En general si nos aproximamos por la recta y = mx: — El valor depende de m.

Si da valores diferentes — el limite no existe.

Limites iterados: En un campo escalar de dos variables, cuando (x,y) tiende a ( 0 0) se definen los limites iterados como:
lim f(x)= lim (limf(x)) = lim (lim f(x))
(x,y)—(a,b) y—b y-b “x-a

Entonces, si la funcién f (x, y) tiene limite L, cuando (x,y) tiende a ( 0 0), ambos limites iterados existen.
2

Ejemplo: Calcular el limite de la funcién z = ;XT;; en los puntos (1,2) y (0,0):

o 5x%y 512
e en(1,2): limgysa2 22 1+4
. 52y 0-0-0 .
. en (0,0) : limg, . —_— = indeterminacion).
( ) (x,¥)—(0,0) _rz N -“2 0+0 ( )
. T . . 5x° v . 0 . . . 5x2 y
Utilizando los limites iterados: lim,_,o(limy_,y ———=)=lim,_,p ———=0, e igualmente, lim_,,(lim,_,) ———)=0
x“+y x40 xX“ 4y

Para poder demostrar que 0 es el valor del limite cuando (x, y) = (0,0) hay que poder encontrar un valor & > 0 de tal

forma que cuando se tenga la acotacion (|| x,y) - | [(0,0) < &

Técnica del paso a polares:

® Si nos acercamos a x,y =*(0,0) cambio a polares: x=r-cos6 ; y=r-sen6
® Si nos acercamos a x,y —*(a,b) cambio a polares: x=a+rcos® ; y=b+r-sen6

Ejemplos:

. 5_\'2_\' . 503 cosz[ﬂ] sen(#)
llm(.r._\-l—n(m} ——==1lim,_;p — > >
x“+y° r=(cos~(8)+sen~(8))

=lim,_,g 5rcos®(8) sen(6)

Teniendo en cuenta que cos(B) sen(B) estad acotado, se desprende que este limite es 0

. xy . r? cos(8) sen(8)
lim, y)500,00 53 =lim, 50 5> 3
x“+y° re(cos”(6)+sen”(8))

=lim, _,( cos(@)sen(8)

Al desaparecer r, si s6lo depende de 8 vy, por lo tanto, este limite no existe.

Limite de un campo vectorial.

g - - . . ’ .
Existira el limite de f (X¥) cuando * — X si existe el limite de cada una de sus componentes (cada componente es un
campo escalar).

Continuidad de funciones de varias variables.
Continuidad de campos escalares. Son necesarias tres cosas:
a) La existencia de lim (f (¥) ) =L.
b) Que la funcién f (X¥) esté definidaenx € D
¢) Que ambos valores sean iguales.

Si alguna de las tres condiciones no se cumple la funcidn f (x) es discontinua.
La discontinuidad de una funcién en un punto puede ser de dos tipos:

1. Discontinuidad esencial. Cuando no existe el limite y no hay nada que hacer.
2. Discontinuidad evitable. Cuando existiendo el limite la funcién no esta definida o su valor no coincide con dicho
limite (se puede arreglar).

2
Ejemplo 1 : La funcion f(x,y) = xsszy es continua en todo punto excepto en (0,0) donde no estd definida pero si tiene

y2
limite. Se trata, por tanto, de una discontinuidad evitable. Por consiguiente, se puede reescribir la funcién para que

sea continua: 2,

S5x7y
flan=112,2
0 si(x, y) =(0,0)

si(x, y) # (0,0)

xy

Z1y7 es continua en todos los puntos (x, y) € R% excepto en el punto (x, y) = (0,0)

Ejemplo 2: La funcién f(x,y) =

Donde no existe el limite cuando x,y =(0,0). Entonces es discontinuidad esencial y no es posible redefinir la
funcién.
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Derivadas parciales:

En una funcidon multivariable, como f{x, y) = x?y

ar ]
Para calcular las derivadas parciales, considerar las otras variables como constantes: e =2ry 6—; =2’
Vector gradiente:
. - ales: V=[2L,LY s F=[Li+ L+ LF]
Es el vector conjunto de las derivadas parciales: V= [ax '3y 9 6 V= Em 1+ ay] + aZk

Matriz Jacobiana
Es la matriz formada por las derivadas parciales de primer orden. El gradiente seria la matriz fila de la Jacobiana
Ejemplo Determinar la Jacobiana en el punto (1,2) de la funcién: f(x,y) = ( xX*+3y’*x , 5y%>-2xy+1)

of ofi

e 3 < 2 0 7 3 Q.92 ¢
ox By kz® + 3y 6ya 4.13+43.2 6-2-1 16 12
Ji(x,y) = - ‘ = Jr(1,2) = =
of 0f — = 10-2—-2-1/ \—4 18
dx dy -4y V=

Matriz Hessiana

La matriz Hessiana es una matriz cuadrada compuesta por las segundas derivadas parciales.

Por tanto, siempre serd una matriz cuadrada y segun, el teorema de Schwarz, simétrica.
Ejemplo de como calcular la matriz Hessiana
Ejemplo Hessiana de 2x2: Calcula la matriz Hessiana en el punto (1,0) de la siguiente funcién:
flx,y) =y*+x3+3x%+4y? —4xy —5y +8
Primero tenemos que calcular las derivadas parciales de primer orden:
af

af
2 . | 3 [
e 3x° + 6x — 4y e dy” +8y —4r — 5

Luego calculamos todas las derivadas parciales de segundo orden:

0*f 0 f 2
@—6.14—6 @=12y-+8

2f 0
drdy  dydz

Ahora ya podemos rellenar la matriz Hessiana a partir de la formula para matrices 2x2

2f  O%f

oz Ozdy 6z + 6 —4
Hp(z,y) = Hy(z,y) = ( 9 )

9°f 9% —4 12y +8

dydx 2

6(1)+6  —4 19 oy
en el punto (1,0) Hf(1,0) = Hy(1,0) =
—4 12002 +38 —4 8

Plano tangente a una funcion
Se obtiene de la ecuacion punto-pendientes:  (Z2 - z,) = ? (x—x,) + g r—yo)
x y

Eiemplo: Hallar la ecuacién del plano tangente a: f(x,y) = x%+y? — 2xy en el punto (-2,3)

e Puntoenz: z=(-2)2+32 -2(-2)3= 25 = P(-2, 3, 25)

o Pendientes: L =2x -2y » 2L (=23)= 10 ; L=2y-2x—- ZL(=23) = +10
" 6x y 85x ’ 7 8y y 8y ’

e Sustituir en la ecuacién: (z- 25) = =10 (x +2) + 10 (y — 3)

e Desarrollar e igualar a cero pare tener la general o implicita: =10x + 10y — z — 25 = 0]

Ejercicio 1: Halle la ecuacidn del plano tangente a la superficie definida por la funcion
f(x,y) = 2x*—3xy +8y2 + 2x — 4y + 4 en el punto (2,-1) Soluc: z= 13x — 26y -18

Ejercicio 2: Halle la ecuacidn del plano tangente a la superficie definida por la funcién

f(x,y) = sen(2x)cos(3y) enel punto (n/3,m/4). Soluc: z = gx - 37\/531 - ? - ET\E + %
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Recta normal: Recta normalaSen P es la recta que pasa por Py tiene la direccion de VF(xo, Yo, zo)

Las ecuaciones paramétricas de la recta normala S en P:

X = X,+ 0F(%X4,Y0,2Z0) 0X - t
Yy = Yo + 0F(X0,¥0,2,) 0y - t
7 =

Z, + 0F(X,,¥0,Zo) 0Z - t

Superficie S: F(x,y,z)=0

Ejemplo: Encontrar la ecuacién del plano tangente y las paramétricas de la recta normal a la superficie
x2 + y? — z2 = 64 en el punto (8,8,8).

Soluc: f(x,y,2z) = x?+y?—2z? — Vf(x,y, z) = (2x, 2y, -2z) — Vf(8, 8, 8) = (16, 16, -16)=(a,b,c)
Ec del plano tangente en forma general: ax +by + cz +d =0 —a(x-Xo)+b(y-yo)+c(z-20)=0
16(x-8)+16(y-8)-16(z-8)=0 > x+y—z=0

x=8+16-t
Recta normal: paramétricas: {y = 8+ 16 - t

z=8+16 -t

Derivada direccional

Es la pendiente en la direccién que indique un vector: D,, = Vi = g—£ T+ a—f ] U
otambién: Du =L cos 9 + L sen o
ox oy
. . S = of » af >
Para funciones de tres variables: D,=V-u = [_ j++ 2 k]
Maxima pendiente: coincide con el mddulo del vector gradiente en el punto P: |V| J(afpx (afpy)z
Propiedades:

Si Vf(x, y) = 0, entonces Duf(x, y) =0

Direccién de maximo incremento de f: valor maximo de Duf(x, y) es | | Vf(x, y)| |
Direccion de minimo incremento de f: valor minimo de Duf(x, y) es —| | Vf(x, y)| |

Ejemplo 1: Derivada direccional de: f(x,y) = x? — 4xy del punto P(1,2) al punto Q(2,-5):
El vector es: ﬁj =

(2—1)i+(5—2)j = T+ 3], sumédulo es: V10 y su vector unitario es: i = —1 + —
V) 6f 7+

d >
3 L f]] (2x — 4y)i — 4x j— (en el punto (1,2): (—6i — 4j) = (=61 —4)) - (F +\/%j)=—5,68

=
S
=
S
~

Eiemplo 2: Sea: f(x,y) =+ x* + y?

(a) Encontrar el vector gradiente de f el punto P (4,-3).

(b) Calcular la derivada direccional de f en la direccién del Vector del punto P(4,-3) al punto Q(1,0)
Sol:

a 1 _ 4
a) =s(P+y) V2 (20) = \/;Tyz En el punto (4,3): —(p) = 16+9=§
a -3
f ( 24y (2y) = JyTy En el punto (4,3): f(P) —=—

— Vector gradiente: V= [é T+ 51] = (en el punto (4,3): (gl - Ef )

b) Vector PQ : 1-4, 0+43) = (-3,3). Vector unitario de PQ: ul =
) Q:( )=(3,3) Q: J—

a3 W = Fi+ 5
Derivada direccional: =V-i= (gi—zj)~(ﬁl+ ﬁ])= (?+ v =—5—35

Ejemplo 3: Hallar una derivada direccional mdxima de f (x,y) = 3x? — 4xy + 2y? en (-2,3)

10V=[L 7+ —]]—(6x—4y)l—( 4x +4y)j - 20 V(=2,3) = —24i + 20j

32 [V(-23)] =V 24* + 20° = y su vector unitario: i = — 4 2

T avel @ 46l
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Forma cuadratica de una matriz

2 2
Es un polinomio de 22 grado con n variables. @u®1 + 135Xy Tt dp, 0%, + ot dy, Xy,

Matriz asociada a una forma cuadrdtica: @y oy, ) (%

Los coeficientes de los cuadrados en el polinomio son los elementos de la diagonal 02y

de la matriz asociada. Ay e G ) \ Xy
El elemento ajj multiplicard a xi y a x;, y por la propiedad conmutativa serd dos veces por xix;

Ejemplo: Deducir la forma cuadrdtica asociada a la matriz A

X §y z
1 1 2 X 1 1 2
A=|1 -1 3| > v 1 1 3 =1y 402+ (141 )y + (242 Jxz+(3+3 Jyz=x"— p* +2xp + 4xz + 6z
2 30 z 230
Deducir la matriz asociada a la forma cuadratica a partir del 3 572 -3
polinomio: bastara dividir por 2 el coeficiente asociado a cada xix; 5 5 5
y poner el resultado en la fila i, columna y en la filaj, columnai. 5% —»  +22° +5x —6xz > |5/2 -1 0
-3 0 2

Valores propios y Vectores propios de una matriz

Los vectores propios (o autovectores) son los vectores no nulos de una aplicacién lineal que, cuando son transformados,
dan lugar a un multiplo escalar llamado valor propio o autovalor. Av = Av

Para hallar los valores propios: Se calcula la ecuacion caracteristica de la matriz resolviendo el determinante y se hallan
las raices del polinomio obtenido. Estas raices son los valores propios de la matriz.

Ejemplo de cdlculo de los valores: Halla los autovalores de la matriz: A = (é (2))

En primer lugar, tenemos que hallar la ecuacidn caracteristica de la matriz. Y, para ello, se debe resolver el siguiente
determinante y luego calculamos las raices del polinomio obtenido igualando a 0:

1-A 0
5] 2—A

~(-3)£/(3F—4-1.2 +3x1 [*=1
2-1 2

det(A — X)) = =X -3)42=0 A=

A=2

Clasificacion de una forma cuadratica

- Q es una forma cuadratica definida positiva si2(x) >0  ¥xe®" {0}
- Q es una forma cuadratica definida negativa si 2(x) <0 ¥xe§" \{0}
- Q es una forma cuadratica semidefinida positivasi 2(x)20 Yxe®”

- Q es una forma cuadrética semidefinida negativa si () €0 VxeR”
- Q es una forma cuadratica indefinida si £(1)<0 »y C(x;)>0

Ejemplos:

- 3x2+5x2+z2: definida positiva , puesto que en su expresidn sélo aparecen cuadrados con coeficientes positivos.
- -x2-2y2-z2: definida negativa , puesto que en su expresion sélo aparecen cuadrados con coeficientes negativos.
- X2-2y*+7%: indefinida , los coeficientes son de distinto signo.

Método de clasificacidn por los valores propios:

1) Q definida positiva (d.p.): Ai>0 2) Q semidefinida positiva (s.d.p.): Ai>=0
3) Q definida negativa (d.n.): Ai<0 4) Q semidefinida negativa (s.d.n.): Ai<=0

5) Qindefinida:  Ai>0 >0

Ejemplo 2:
3 -1 0 3—-14 -1 0

3x2+3y2+2722-2xy-2yx = (—1 3 0>—>|A—AI| =|-1 3-2 0 |=0-1=2; A=2;12=4
0 0 2 0 0 2—-41

Todos los valores propios Ai> 0 = definida positiva.
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.o ] o 7
Optimizacion
Busca los valores de la funcién maximos o minimos. Diversas técnicas:
1. Optimizacidn sin restricciones

2. Optimizacién con restricciones de igualdad (Lagrange)
3. Optimizacién con restricciones de desigualdad (Algoritmo Simplex)

Optimizacion sin restricciones

ftiene un éptimo local si el vector gradiente de todas las derivadas parciales son cero: Vf(x,) =0.
Si el gradiente es cero, sélo puede tratarse de un maximo, un minimo o un punto de silla.

Ejemplo: Encuentra el punto dptimo de f(x) = x’+y?+y-1 ; V=10

af af 1 1
e =2x=0->x=0; ay 2y+1=0 -»y= -3 :M(O,—E)
Punto de silla: Punto donde la pendiente es cero, pero no se trata de un extremo local.
La primera derivada es nula, mientras que el signo de la segunda derivada depende de la direccién en que
se calcule.

Ejemplo: Dada la funcién: z = x2 — y?

2
% =2 =0—z=0 E = 2 minimo relativo.
Ox Or? x=0 ‘
es un punto de silla
32 822 y= 0,
v “2y=0-—y=0 — = —2 maximo relativo
Y oy?

Determinar el tipo segtn la matriz Hessiana (matriz de las derivadas segundas)
Caso de dos variables o matriz hessiana 2 x 2:

- Si el Determinante(Hessiana) >0 — Sifxx > 0 = Minimo ; Sifxx <0 = Maximo
- Si el Determinante(Hessiana) < 0 Punto de silla
- Si el Determinante(Hessiana) = 0 No concluyente

Caso de tres o mds variables, matriz hessiana 3 x 3:

- Sitodos los Determ. (Hessiana) >0 — Minimo local
- Silos determ. tienen signo alterno (comenzando negativo), = Maximo local
- Sino cumple uno de los casos anteriores: No es concluyente

Clasificacion de los puntos criticos segun el Discriminante: O segun su matriz Hessiana:

e SiD>0Yy fw(a,b) >0, = (a,b) es un minimo local. o Hf Definida positiva: minimo

e SiD>0y fw(a,b) <0, * (a,b) es un maximo local. Hf Definida negativa: maximo

e SiD<0, * (a,b)esun punto desilla. Hf indefinida: punto de silla

e Si D=0 = el criterio no es concluyente. Hf semidefinida: No concluyente

Ejercicio 1: Clasificar los puntos criticos de f(x,y) =2x*+2y?-x*-y*+3.

12 Derivadas primeras = 0 para obtener los puntos criticos:
fr=da—d42* =0 dz{l =23) =0l 2=0 6 (1-23) =0y =0, 2=1, 2 =—1
fy=dy— 4 =0 4yl =) =0 y=0 6 (1-y)=0[ y=0y=1y=-1

Combinado estos valores: (0,0), (0,1), (0,-1), (1,0), (-1,0), (1,1), (1,-1), (-1,1), (-1,-1)

_ 2

22 Calculamos la matriz hessiana, mediante las derivadas parciales de segundo orden: (4 32x 4_ 22)]2)

Su determinante hessiano: D = (4 - 12x%)-(4 - 12y?)

Punto D(x,y) Tipo de punto critico

- Punto (0,0) D(0,0) =16 >0y fxx(0,0) =4 >0 (0,0) minimo local

- Punto (0,1) D(0,1) =-32<0(0,1) punto de silla

- Punto (0,-1) D(0,-1) =-32<0(0,-1) punto de silla

- Punto (1,0) D(1,0) =-32<0(1,0) punto de silla

- Punto (-1,0) D(-1,0) =-32<0(-1,0) punto de silla

- Punto (1,1) D(1,1) =64 >0y fxx(1,1) =-8<0(1,1) maximo local

- Punto (1,-1) D(1,-1) =64 >0y fxx(1,-1) =-8 <0 (-1,1) maximo local

(-

- Punto (-1,1) D(-1,1) =64 >0y fxx(-1,1)=-8 < 0 (-1,1) maximo local
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Ejercicio 2: Determina y clasifica los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x> + 3xy? - 3y? - 3x* + 11

f.=3x2+3y?-6x=0 3x2+3y2-6x=0 e o
f,=6xy-6y=0 } 6y(x-1)=0 } y=00 (x-1)=0 —> y=06x=1

e  Siy=0, sustituimos en la primera ecuacién de modo que:
3x2+3-02-6x=0, 3x2-6x=0C—p3, (x-2)=0 —>x=06 x=2 } (0,0),(2,0)
e Six=1, sustituimos en la primera ecuacién de modo que:

3-12+3y2-6:1=0, 3y?=3 C=D y?=1 T—p y=16y=-1 } (1,1),(1,-1)

6xr —6 G
obtenido cuatro puntos criticos (0,0), (2,0), (1,1), (1,-1). la matriz hessiana H = ( : 6 6 Y (.)
Y wwr — 0

Puntos:
a) (0,0). D(0,0)=36>0vy fxx(0,0)=-6 <0 -> (0,0) es un maximo local.
b) (2,0). D(2,0) =36 >0y fxx(0,00=6>0 - (2,0) es un minimo local.
c)(1,1).D(1,1)=-36<0 - (1,1) es un punto de silla.
d)(1,-1).D(1,-1)=-36<0 - (1,-1) es un punto de silla.
Teorema local-global

- Sifesconvexayxo minimo local = xo minimo global
- Sifesconcava y xo maximo local = xo maximo global

Ejercicio URV Ing: Sea la funcién f(x,y) = x3 — xy? — 3x% + y*
a) Maxima pendiente en (0,1) b) Derivada direccional en la direccidon del vector (3i+4j)

¢) Punto criticos y clasificar

Elasticidad:

Ejemplo: Calcular las elasticidades precio y cruzada de la demanda con la siguiente informacion:
Qa = 250 + 0.3Py-5(P,)? cuando el precio Pb = 50€ y precio Pa=6 €

19: determino el valor de Qa = 250 +0.3(50)-5(6)2 = 85 €

3Q, P, 03(50) 15

x— = U. —_— ==
22 calculo las elasticidad en Pb: an Qa 85

EP, =
? 85
Cuando el precio del bien b sube un 1% al demanda del bien "a" aumenta un 0.17%, son bienes sustitutos

0.17

_0Q, P 6\ 6)\_ 360
EPn—aPa*Qa— IOPQ(BS)— 10(6)(85)_ 35 = 4.23

Cuando el precio del bien "a" sube un 1% la demanda del bien "a" disminuye en 4.23% es una demanda elastica

32 calculo las elasticidad en Pa:
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Optimizacion con restricciones de igualdad (Método Lagrange)

Hay una funcidn objetivo y unas restricciones. El método se basa en incorporar las restricciones G(x,y) a la funcion f(x,y)
usando una variable mds que es el multiplicador de Lagrange A, quedando la funcién: L(x,4) = f(x)+ A(b=g(x))
V(fxy)— rgxy)) =0
Gxy) =0

Teorema sensibilitat: El multiplicador de Lagrange mesura la tassa de variacid de la funcid objectiu en el punt.

Con el sistema: { obtenemos los extremos interseccion de ambas o frontera.

Ejemplo: Hallar los extremos de la funcion f(x,y) = x+2y con la condicién x>+ y?=5:

12 Hallamos la funcién de Lagrange (funcidn - A-condicién): F(x,y,A) = x+2y + A( x’+y?- 5)
22 Hallamos los puntos criticos (en funciéonde L) V(F(x,y) — AG(x,y)) = 0
1

aF =L
=0 1+24x=0 e
F_og — § 2+2y=0 o y=o o= ooy
ay .X'Z +y2_5= 2 2 4 Va 2
2 2 1 -1 _
CEyme=0 (- +(F) -s=0
SiA = 1/2:Punto (—1,-2)
SiA=-1/2:Punto (1,2)
1o
0’F 0*F 8°F /H(*l,*2)— 0 1 (def. pos.).
32 Hallamos las matrices hessianaﬁ =2A, P20y =0, 6—y2 = A,\

H(1,2) = [7; j] (def. neg.)

42 En (-1,-2): Definida positiva porque Det(H2x2) es +y la Fxx + — minimo local condicionado
En (1, 2): Definida negativa porque Det (Hax2) es +y la Fxx — — mdximo local condicionado

Ejercicio 1:

min x? + y? V.L(x,y, A = (2x— 4, 2y— 4) = (0,0) 2x-24=0 3 5
x+y=3 | Ix,pA)=x"+ ¥y +A3-x-» g o Wy mAs0pemasg, yegs 423
a(x,y,i)ﬂ—x—yzo x+y=3

Det(Hessiana): |(2) g| =4 >0 ; Fxx=3-3=0— Definida positiva = Minimo condicionado en (% , %)

Ejercicio 2:
Villx,y; A)=(y— 4, x=A4)=(00) Y y-1=0

opt Xy )
x—;t:O x:1/2,y:1/2/1:1/2

x+y=1} Lix,y;A)=xy+ Al—x—y)

oL
—(x, v A)=1-x—y=0
6/1( »A) Y x+y=1

01 Ax
Condicién suficiente: H;TL(x,y;)l.)={1 Ojindefin'da Veg(x,y)=(1,1) (1»1)[Ay]=ﬁx+‘5}’=0 Ay =-Ax

Entonces, (M,M)[O 1]( ax } =2(A0)(-Ax)=- 2(11\.36)2 <0 (ll] maximo condicionado o restringido
1 0)l-Ax 22
Ejercicio 3: f(x,y)= x 2+y? con restriccién en 3x +2y =7
12 L(x,y,z) = f(x,y) - M(3x+2y-7) = x>+y? + 3Ax +2hy-7A
22 f'x= 2x+3A=0 — x=-3A/2
f'y=2y+2A=0 —y=-A
A =3x+2y-7=0 — 3(-3A/2)+2(-A)-7=0 — Punto(21/13 , 14/13) ; A=-14/21
f’ = fxx + fyy + 2 fxy si es >0 Minimo local ; si es <0 Maximo local
f'xx=2 f’yy=2 —  {’=2+2+0 =4 — Minimo local
Criterio Hessiano orlado (D): Si D>0 mdximo local, si (D) <0 Minimo local si (D)=0 No decide
Examen URV: Troba els extrems de la funcid f(x, y) =x2y? - 4x2 - y2enlaregi6 S={(x; y) ER* x?+y?<9}
e Enelinterior: Vf=0 — encontramos los puntos criticos: A(0; 0), B(1; 2), C(-1; 2), D(1; -2), E(-1; -2)
e Enlafrontera: L(x,y,A)=x2y?2-4x?-y2-A(x2+y?-9)
V(f(x,y) — Ag(xy)) = 0 obtenemos los puntos: F(0; 3), G(0; -3), H(3; 0), I(-3; 0) yconA=2:] (v/3,/6)
e De las Hessianas obtenemos los valores: 0; -9; -36; 0
A partir de la tabla vemos que el valor maximo se alcanza en los vértices A, J, K, L, M, (por simetria) mientras que
el valor minimo se alcanza en los vérticesH e I.
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Métodos para clasificar los puntos criticos en extremos condicionados por el método de Lagrange y su Hessiana:

Sustituimos los puntos criticos en la matriz Hessiana y evaluamos:

Criterio del Hessiano Orlado: El determinante Hessiano Limitado o Hessiano Orlado (D):

» Si D > 0 tiene un maximo local condicionado.
» Si D < 0 tiene un minimo local condicionado.
» Si D = 0 entonces el criterio no decide

Criterio de los autovalores: Los autovalores de la Hessiana o valores propios proporcionan informacién sobre la
concavidad o convexidad de la funcion y dan informacién sobre la naturaleza de los puntos criticos.

»  Sitodos los autovalores son positivos (def positiva) entonces el punto critico es un minimo local.

»  Sitodos los autovalores son negativos (def. negativa) entonces el punto critico es un maximo local.

»  Silos autovalores tienen signos mixtos (algunos positivos y algunos negativos), es un punto de silla.

»  Sial menos un autovalor es cero, clasificacién no concluyente por este método y se busca la pendiente mayor
es decir: si los autovalores (diagonal principal) = 0 se mira la pendiente en la direccién factible del vector .
Pendiente direccional: V - ¥ = 0= Jac(x,y) - (Z%) =0 - (Z—i,g—f}) . (2) = 0 — obtenemos (v1, v2)

Si: vt-Hes(L)-v < 0—maximo Si: vt-Hes(L) v < 0 —minimo

Criterio de la cota mds alta/baja:

Es sustituir en f en los puntos obtenidos, y proximos. Si el valor es mas grande serd el maximo, y donde hallemos el
menor, el minimo.

Ejercicio 1 f(x,y,z) = x+y+2z cond: {xy + xz + yz = 75}
s
L(x,y,2,2) = x+y+z—AUxy+xz+yz—75) 27 Para A=1/10:
| :
1-Ay-4z=0 Y= Punto Crit.(5,5,5)
Vf=AVg y g(xy)=0 = l-Ax -2z =0 - L -
l-Ax=Ay=0 22 Para A=-1/10:
—Xy—Xz—yz+ T75=1( A==z % = :% Punto crit. (-5,-5,-5)
0 -1 -4 . .
Hessiana: (_/1 0 _/1) Sustituyendo en los puntos:
-1 =1 0
0 -1/10 -1/10 0 1/10 1/10
H(5,5,5,1/10) = (—1/10 0 —1/10) —Indefinida ; H(-5,-5,-5,-1:(/10) = (1/10 0 1/10)—' Indefinida
-1/10 -1/10 0 1/10 1/10 0
Como es indefinida, miramos la pendiente direccional en xy + xz + yz:
a a
Para el punto (5,5,5) con A=1/10: f(5,5,5) - <b> =0 — (10,10,10) - (b) =0 —10a+ 10b+10c=0 — a=-b-c
c c
-b-c
1
Av= (-b-c, b, c) = (-b-c,b,c) = (=b=c¢,bh,c)" H[(_L_\_‘__}(S,S___S,E] b
c
_t i e ol T
- 10 10| (-b-c -b-c
(=b b.c) l 0 : b (l(b+) lb 1) b L. 2
-0-c,bc)|—— - =|-— c) — —C = _(h? + 2 .
10 10 10 10” 10 5(b +c +bc)>0
1 1 ¢ ¢
-—— -—— 0
10 10

Como en el punto (5,5,5) = vt - Hes(L) - v < 0 — es un minimo condicionado

Repitiendo en el punto (-5,-5,-5) con A=-1/10: obtendremos Av >0 — es un maximo condicionado
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Ejercicio 2: Hallar, si es posible, los extremos de x+y sujeto a la condiciéon x2+ y2=1

1 = A2z
Derivadas parciales Vf=A-Vg y g(xy)=0 — _ ] = A%y - P (%@) v P, (__ __)
e T | -
. . 0 -2 -2y
Hessiana: D(x,y. A)=det [ =22 =22 0 | =8\ +1?)
-2y 0 —=2)
V2 V2 V2 5\
Sustituyendo el punto P1: D(— 50 7 —4\/_ y P2: D( ;f.grfg):fah/ﬁ

Luego, en P1 f tiene un maximo local condicionado y en P2 un minimo local condicionado que ademas resultan
absolutos.

Para encontrar los mdximos y minimos dentro de una region: Primero hay que substituir los puntos encontrados (x, y) sin
A en la Hessiana para saber el maximo o minimo en el interior. Segundo hay que sustituir los puntos encontrados (x, y)

con A en la Hessiana para saber cudl es el maximo y minimo de la frontera. Luego hay que ver comparar qué punto es
mayor o menor que el del otro. Si los del interior o los de la frontera.
Examen URV Eng: Sigui f: R? > R la funcié definida per f(x, y) =x2+y2+2x - 2y + 2.
(a) Calcula la derivada direccional de f en el punt P = (1, 0) en la direccid del vector (1,-1).
(b) Calcula els punts critics de f en R 2 i determina la seva naturalesa.
(c) Calcula els extrems de fen el recinte D ={(x,y) ER2 : x2+y2<4}

Sol:a) Vf=(2x+2, 2y-2) ; enelpunt(1,0): Vf(1,0)=(4,-2)

. . . . ., _ _ . (1,-1) _ i:
Derivada direccional en la direccié dev = (1, -1): Dfv = (4,-2) Nezmeny 3v2
b) Vf =0 — Punt criticen (-1,1) ; Hessiana: |0 2| >0—yF’11=2— (-1, 1) es un minim relatiu.
R o f2x+2-2&x =0 1 1
c) Pel métode del multiplicador de Lagrange: {Zy —2_2y =0 - x = Y =1
1
A=1+—=
- ) o 1 )2 1 )2 1 1 2
Substituint a I'equacié: 0 = (ﬁ) + (m) +2ﬁ_2m+2 —>{ - 1_%

Pera)\=1+%: X=V2iy=-v2,ambf(V2,-V2)=8+4V2=136
Pera)\=1—%: x=-V2iy=v2 ambf(-v2,v2)=8-4v2=234

Com que 13,6 > 2,34, pel teorema de Weierstrass sabem que:

(v2,-V2)esun maximdefenB

(=V 2,V 2)esun minim de f en B — Aleshores tenim tres punts que

poden ser extrems de f en D
Comparant els valors de f en aquests punts, veiem que:

f(—=1,1) = 0 < 2,34 — és el minim absolut
f(V2,—vV2) = 6 + 4V 2 es el maxim absolut

Ejercicio con 3 variables: Determinar los extremos de la funcién flx,y,z) = x2+ y2 + 22
: S 2 222
sujetos a la restriccion 2 + yq +5 =1

Sol: Igualando a cero a todas sus derivadas primeras:

a2y, 2, A) = 20 =2 =0 2¢(1 = A) =0 (1)
1
o2y, 2,0) = 2y — 2z\i =0 2(1 — 5 =0 (2)
o " — 9» 9 \D —
L.(z,y,z,A) 2z _/\9. 0 | 22(1 — 6) —0 (3
Ly(z,y,2,A) = — (:ztz +5+5 - l) =0 22 4 # 4 T; —1 (4)

Obtenemos 6 vértices: P1(0,0,-3) P2(0,0,3) P3(0,-2,0) P4(0,2,0) Ps(-1,0,0)

Al estar trabajando en R3 no tenemos a mano una herramienta como el Hessiano Orlado para determinar esto.
Entonces sdlo resta evaluar a f en los puntos obtenidos, y donde obtengamos el valor mas grande sera el maximo,
y donde hallemos el menor el minimo.

Opcién 2: Si vt -Hes(L) -v < 0—maximo Si v'-Hes(L)-v < 0 —minimo
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Optimitzacio lineal amb restriccions de desigualtat

Cuando tenemos una funcion objetivo y varias inecuaciones como restricciones. 2 métodos:

Método grdfico:
Ejemplo 1:
Max 20x+15y 12 Dibujamos las ecuaciones de la rectas:
.a{x +2y <80 y=-x/2+40 y=-3x/2 + 60
3x+2y=120 20 Encontramos sus vértices: W +15y
xy=z0 Vertexs (a,b): (0,0) (40,0) (20,30) (0,40)
Valor f(x,y): 0O 800 850 600

Ix+2p<120

32 Encontramos el maximo en (20,30) 0o 200 00

También se puede encontrar el vértice con la derivada direccional que serd maxima en la direccién del
gradiente: Vf(xy) =0 ;(20,15) se busca la curva de nivel y se trazan perpendiculares.

L'algoritme del simplex

1. Fase de iniciacion: Se transforma en la forma estandar o ampliada: Si el problema inicial es de minimizacion, cambiar
de signo la funcidon objetivo. Poner los términos independientes positivos y convertir en igualdades.

2. Fase de iteracion: Se construye la tabla y se escoge el pivote. Se convierten el resto de los elementos de su columna
en ceros.

3. Fase de detenciones: Paramos cuando todos los elementos de la ultima fila son positivos

Ejemplo: Maximizar: Z = X1+X2

Restricciones: 2x1+x2<2

X1+X2> -1
Xi+x2 2> 1
X120
Fase de iniciacion
19 Pasar el 32 Convertir en 49 | as variables 592 Para poner en base candnica xs y x4
problema a igualdad y afiadir negativas, cambiar afiadir variable artificial xs para tener:
maximo: (ya esta) variables de para definir positiva 100
22: Términos separacion. x2=x2—x"2 010
independientes
pencl 001
en positivo: . L. —
Y estara en la funcién objetivo con
coef. -®
2X14X2< 2 2X1+X2 +X3= 2 z=x1+X2—-x"2 Z = X1+ X2 — X""2+ Ox3 + Oxa + OX5 - ®X6
-X1-%<1 -X1-X24Xa =1 2x1+x'2 = X2 +X3=2 2x1+X'2 = X2 +x3=2
X1+x2 > 1 X1+ X2-Xs=1 -x1—X2—x"24xa =1 -x1=X2—X"24xa =1
Xx1> 0 X120 X3, X4, Xs >0 X1+X'2—=x"2-x5=1 X1+X2 = X"2-Xs +x6 = 1
X120 X3, Xa, X520 X1, X2, X2, X3, Xa, X5, X6 = 0

Construimos la tabla:

= La columna Coefic. es la columna de los coeficientes de las variables basicas
= La columna V.B. es la columna de las variables basicas.
= Las b son los términos independientes de cada una de las restricciones.

Coefic.  VarBasicas X1 ‘ X2 ‘ X2 X3 ‘ Xa ’ X5 ‘ X6 bindep
0 X3 2 1 -1 1 0 0 2
0 X4 -1 -1 1 0 1 0 1
- X6 1 1 -1 0 0 -1 1 1
-o-1 ‘ -0-1 ‘ o+l 0 ‘ 0 ‘ [0) ‘ 0 -

Solucién inicial: (0,0,0,2,1,0,1)  2(0,0,0,2,1,0,1) = -®
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Fase de interaccion:

La casilla pivot sera el menor numero negativo de la ultima fila. Tenemos que hacer el resto de la columna 0

Construimos la nueva tabla dividiendo la fila por el pivot poniendo 0 por encima y debajo del pivot y el resto de lugares
con el esquema: pivot-c-b-a /pivot =d

Coefic  Vaabicas | X1 | X2 | X2 | X3 | X4 | Xs | X6 b
0 X3 0 -1 1 1 0 2 -2 0
0 Xa 0 0 0 0 1 -1 1 2
-wW X6 1 1 -1 0 0 -1 1 1

oo oJoJo] 1]ww]1
Escogemos nuevo pivot y construimos

Coef Ve X1 | X2 | X2 I X3 I Xa I X5 I X6 b
0 X3 0 -1/2 1/2 1/2 0 1 -1 0
0 X4 0 -1/2 1/2 1/2 1 0 0 2
-W X6 1 /2 -1/2 1/2 0 0 0 1

0 [12]12]12] 0o ] o ] 1

Exemples

Estandarditzem el programa:

Max 36x+20y-40z Max  Z6x+ 20y — 40z 4 0t + O

S_a_{3x+y_2510 > ix+y-z+t=10
x+y—-z=50 Sla{x+y—z+u=jli_l

x,y,220 x,,z,t,u 20
Emplenem la taula del simplex:

Coef v.b. x | y | oz ] t | u B
) 1 ! -1 i 0 10

u i ! -1 0 i 30

-3¢ -20 40 0 0 a

Calcul dels termes z—c;: ¢

Max (36k+20y — 40z + 0t +0u

| v [z | ¢t | B

1 -1 1 ] 10

1 -1 0 1 50

-20 40 0 0 g

z, —¢ = 0-3+0:-1=36=-36 ZQ—C2=0‘1+0‘]—20=—20

Z3=C; = 0-(=1)+0-(=1)=(=40) =40  Z+ =% = 0:1+0-0-0=0

Elvalor 2* és el segiient: z* = 7£(0,0,0,10,50) [a resta de variables amb valor 0.

Coef  v.b. x | v | z | ¢t | « B
0 ) 3 1 1 1 0 an
0 @ / ! ? z S1)

-36 -20 40 0 0 0

z*= £(0,0,0,10,50) =36-0+20-0-40-0+0-10+0-50 =0

- “quecient minim: 10
~ 3 T 3
Coef v.b. X ¥ z T u B
0 t 1 -1 1 0 ~d
0 u 1] 1 -1 0 1 50
36 _20 40 0 0 T 0

el pivot sera el 3



Ofimega - Uni social

13

no compleix condicié de detencié. .~~~ ~_tornem a la fase
Coef v.h. x y z t u_- B
S B N I O R
3 3 3
0 u 0 2 1 1 %
3N 3 3 4
0 3] 28 12 0.~ 120
Coef v.b. x y z ; u B
20 y 3 1 -1 1 0 10
0 u -2 0 0 -1 1 40
opeim y=10,u=40 |24 0 20 20 0 200

el punt (0,10,0) és el maxim global i el valor de la funcié en aquest punc és z* = 200.
Exemple 2:

Min =2x=2y=5z Estandarditzem Max

Lx+iy+oz+ Ui+ U — we

u x+2y=6 x+2y—t+ec=6
a. sa.
x+y+z=10 |:||> x+y+z+u=10

x,y,zz0 x,y.z,tu=0

Emplenem la raula del simplex:

Caef v.h. x y | z | i | u | ¢ Ji
W C ! 2 0 - 0 i 7]
0 U i i i 0 i 0 i0
-w-2 -2w-2 -5 W 0 0 -6w
Calcul dels termes zZ—c;:
! 2y —w
. fax @ +2y+5z+0t+0u—we
51
Codf  v.b. \x y | oz | &t | a | e B
[&h) c Q@ 2 0 -1 0 1 6
O] u D 1 I 0 1 0 10
A2 -2w-2 -5 w 0 0 -6
Coef v.b. x y | Z t | o« | ¢ B
-w C 4 2 & 1 & 7
0 8 1 1 1 g 1 g %
-w-2 -2w-2 -5 w 0 0 -ow
*
valor z ¥ = £(0,0,0,0,10,6)=2-0+2-0+5-0+0-0+0-10-w-6 = -6w
[ pivot serd el 2 8 i~
el pivot sera e \ - 5 ~
Coef v.b. X V- z r u c~| B
w c 1 0 -1 0 1 ~[6]
0 u 1 1 0 I 0 |
w-2 | [2w-2[ T -5 A 0 0 _- -6w
. 10 7
. _ -

T
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Coef 1.b. x ¥ P ¢ u - B
2 ) 3
0 u 1 0 1 1 1 /
2 2 2
-1 0 ~J 0 1% p;
menor nombre negatiu T —
Coef v.b. x y 2 . " i 3
2 l 1 0 —l 0 l 3
Y 5 5 5 ;
1 1 )
5 z — 0 1 — 1 - 7
2 2 2
3 3 X
optimy=3,z=7| 5 0 0 3 5 __E+w M

punt (0,3,7) és el minim global i el valor de la funcié en aquest punt és —z* = —41.



