Uni — Ingenierias - EDO

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)

Son ecuaciones con derivadas.
Ec de primer orden (derivadas primeras) por el método de separacion de variables:
eSisondela forma: f(y)-y =f(x) — pasara laforma: f(y)dy = g(x)dx

Y luego integrar a ambos lados: [ f(y)dy = [ g(x)dx + ¢

Ejemplo1: y + y-senx = 0 con las condiciones iniciales: y(0)=e
12 Pasar a la forma: Z—z + y-senx =0
. dy ay
29 Separar variables: = T yrsenx 5= senx dx

32 Integrar ambos miembros: f% dy = [senxdx = Lny = cosx + C

42 Despejar y: y = eCOSX+C — ,CO0SX | 5C — [ . pCOSX
52 Aplicar las cond iniciales: k-e€®%=¢ k=16 C=0
Ejemplo2: y = e?*™3Y con las condiciones iniciales:  y(0) =
d
12 Pasar a la forma: d—z = e?¥ .3y
o . ay 2x
29 Separar variables: — = e“*dx
e3y

: d _ 1 1 1
32 Integrar ambos miembros: feTJ;; =[edx ~ [ePdy =_[e - 2dx - —se™¥ =-e +(

42 Despejar y: e 3 = —%ezx +K = —-3y=1In (—%ezx)—' y = —éln (_;er)
52 Aplicar las cond. iniciales: e™30 = —%eo +K -K =g - y= —gln (—%ezx +5/2)

eSisondela forma y' = f(ax + by) — cambiar variable: z = ax + by

Ejemplo: y’—e eV =-1
dz dy , ,
—=14—= —Yy =Z -1

y =e**Y —1 cambiarvariable: z=x+y — 7

dz dz —
Z7—1=e*—-1 -2 =¢e* - = ez—'e—Z =dx - [e?dz = [dx
x=—-e%+C —=In|c — x| = —z — descambiamos: In|c — x| =—x—y

y=—x—In|c — x|

eSisondelaforma y = f(y/x) — cambiarvariable: y=u-x - y=u"-x+u-x'=u"-x+u

. ) 2xy—y?
Ejemplo: y' = %
2xy_y?
) 2 2
12 Pasar a la forma: y =X55=2 (i_’) — (%)2
x2
22 Cambiar variable u = %: y=2w-w? - v -x+u=2u—u?
. du du dx
39 Separar variables: Z.x=u—u% - ==
dx u—u X
du

32 Integrar ambos miembros: [ fi—x - f%du + fll_ludu =Inx+InC (u#0; uxl)

u(l-uw) -

u u
Inu—1In(1-w)=Inx+InC— k(=) =ta (kx) » = = kx
> kx?
42 Descambiamos u = 2 : = kx - L = fx - y = (solucion general de la ec. diferencial)
X 1—; x=y 1+kx

Parau=0: y=0-x = 0 ; Parau=l: y = 1-x = x (soluc. Particulares)
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ax+by+c

e Sison dela forma y' = f( ) es la divisidn de 2 rectas que,

a;x+biy+cq
— si son paralelas, hacer cambio de variable: z = ax + by,
— si se cortan, hacer el cambio: X =x—x,; Y =y —y, (homogénea)

—-2x+4y—6
x+y-3
Cambiar variable: X =x—1; Y=y —2 ysusderivadas: X'=1; Y =y »x=X+1;y=Y+2

Ejemplo 1. y = como sus coef. No son proporcionales, se cortan (sistema) en el punto P(1,2)

—2(x+1)+4(y+2)y—6 —2x+4 . ,
)z 2HDHAGEDY6 y = como es del tipo: y’' = f(y/x) cambiamos: u=2
x+1+y+2-3 x+y X
, —2+4% , —2+4u ) —2+4u  u —2+4u—u-u? —u?+3u-2
y = 7= U x+u= —u-x= ——= =
1+2 1+u 14u 1 1+u 1+u

du —u?+3u-2 dx 1+u
— X =——>—=——-du-— =|———du 2 lnx +C = —d + —du
dx 1+u x —u2+3u-2 f J-—u2+3u 2 f f

(A=1 ; B=-3) siempre que u#l; u#2

(u-1)?
-2)3

Inx +inC = 2ln(u—1)—3Inw—-2) = In (uzl))3—»Ln(kx)—Ln

(u-1)? (v/x-1)? _ -x? N2 5.3
2y descambiamos: Kx = /2 - K= o —2x)? - (y—x) =K —2x)

descambiamos (X,Y): (Y = X)2 = K(Y = 2X)3 = (y — 2 — (x — 1))? = K(y — 2x)3

Kx =

(y —x—1)2 =K(y — 2x)> = soluc. general (K € R)
Siu=1: 1=§—>Y=X —»y—2=x—1 - y=x+1 soluc. particular1
Siu=2: 2=5-52Y=X 5y-2=2(x—1) > y=2x soluc. particular 1

x—y+1

pr—— como sus coef. son proporcionales, son rectas paralelas.

Ejemplo 2: y =

Cambiamos variable: z=ax+by = 1x—1y = Z=1-y -y =1-7

Separamos: 1-z=22 5 p=22 11 d2_ 1 - (z—-2)dz =dx
z—2 z—2 1 2-z dx z—2
—2)\2
Integramos: f(z—Z)dz=fdx—'%=x+C > (z—-2?%=2x+2C=2x+K

Descambiamos: (x—y—2)2=2x+K
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Ejercicios: Soluciones:

1. Z—z=sin5x dy =sen5x - dx — Jdy= fen5xdx — y = —§c055c + C
2. 2= +1)? dy=(x+1?dx > [dy=[(x+1)?dx »y=3(x+1)>+C
3.dx+e3*dy=0 e¥dy=—dx » dy = —e¥dx— [ dy = —[ e~ dx >

4.dx —x*dy =0 x2dy=dx»>dy=x2dx— [dy=[x2dx—>y=—x14+C=—24C

X

5. (x+1)-Z=x+6  dy="Cdx- [dy=[%Zdx » [ (1+)dx=x+5mlx+1]+C

6.ex%=2x dy=2x-ey5 > [dy=[2x-e¥dx=—-2x-e*=2-e*+C

7.x-y =4y x-%:t}y - y_l-dy=4x_1dx—'lny=41nx+4lnC—'y:C4-x4

8.%+2xy:0 %:_ny_’y_ldy:_Zde—’fy_ldy=f—Zxdx—vlny:—x2+c
y=e‘"2+—€y=C-e_x2

d 3 _ —2 . _ _ 1 _ _

QTZ:% y3dy:x de_)fy 3dy:fx de_’—zy2=—x1+C—'

’x

y—2=2x—1_zc_)y—2=2x—1+c_’y= E'l'c

d

10,%;3’7“ ﬁdy:%dx_’fﬁd}’:f%dx —=Inly+1|=In1X|+Inlc| = In|cx|

»y+.l=cx—2y=cx—1

Ejercicios ampliacion:

dx  x?*y? ds

1.0 = 0 ar 1S
1y & _ 142y 22.%2 = k(Q - 70)

‘dy  y-Senx t
13.2_y=63x+2y 23$+N—Nte +

X
24.sec’xd¥ +cscydy =0

14.ex-y-3—§=e‘y+e‘2x‘y i

25. sen 3x dx + 2y cos33x dy
15. (4y + yx?)dy — 2x + xy?)dx =0
26.sen3x dx + 2y cos®3xdy =0
16. (1 +x2 +y2 + x%y?)dy = y?dx
27.eYsec2x dx +cosx - (e?’ —y)dy =0
17.2y(x + 1) dy = xdx
28.secxdy = x - cotg y dx
18. x%y?dy = (y + 1) dx

19. ylan—; = (y7+1)2

29.(e¥ + 1)?eVdx+ (e*+1)3dy =0

ydy _ 2y 231/
2 30.—==(1+x*)z2(1+y*) /2

d_y_ 2y+3
20. dx (4x+5) 31. (y — yxz)z—z = (y + 1)2

d xy+3x—y-3
32, &Y _ XYEIXTYTS
dx xy—2x+4y=8
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Soluciones:
d 2.y2 1+ 1+ 1+
11.£=x2—+z2 L'x—zxdx=y2dy—>y2dy=x—2xdx —'fyzdy=fx—2xdx -
fyzdy=fxl—2dx+fxldx = —x‘1+1nx+C—'§y3 =—x1l+nx+c—
y3=-3x"1+3Inx+c
2 2
12.%:% senxdx=1+jy dy = (y 1 + 2y)dy = senx dx -
JO ™ +2y)dy=[senxdx = Iny+y?=—cosx+C
13.%= e3x+2y Z—z= e3*. e s e dy=e3dx— [e ?dy = [é3¥dx -
—le2y =ledx p oo 3072 = 2e3% 4 ¢
2 3
D A L
1l4.e* -y o € +e
Sol: e* -y% =eV(1+e ) sye¥dy=e*(1+e?)dx— y-e¥dy =

(e™*+e3)dx = [ye¥Ydy=[(e*+e3)dx—y-e¥ —e¥ =—e ¥ —
ge‘” +C

15. (4y + yx¥)dy — 2x + xy?)dx = 0

. 2 = 2 g Y —L —»l 2y _l
Sol:y(4+x*)dy =x(2+y*)dx 2+yzdy—4+X2dx zf 2+yzdy—zf

2x
4+x2

dx —

%ln(2+y2) =%ln(4+x2)+%lnc - In2+y?)=InC-(4+x?) -
2+y2=C4+x?)->y?=C4+x%) -2

16. (1 +x2 +y2 + x%y?)dy = y?dx
Sol: [1+x2 +y?(1+x2)]dy =y?dx = [(1 +x?) +y*(1 +x?)]dy = y*dx —

1+
y

y? 1
2 dy=f1+x2dx_.

1+y? 1
dy =
y2 y 1+x2

A+x3)A+y?)dy =y?dx - dx = [

1
1+4x2

fO2+Ddy=J dx » —y 1+ y =arctan(x) + C —’y—i = arctanx + C

17.2y(x + 1) dy = xdx
SoI:2ydy=ﬁdx—>f2ydy=fﬁdx -y2=x—In|lx+1|+C
18. x%y?dy = (y + 1) dx
Y gy =L Y gy = [ x2 14 )dv =[xt
Sol.y+1dy—x.2dx—>fy+1dy—fx dx —'f(y 1+y+1)dy—fx dx —
Ly +Inly + 1| = 1+C
Zy y T~ injy =7
2
19.ylnxd—x=(y—+1)

2 2 2
Sol:ylny=(yx+—21)—>x21nxdx =%dy - %dy= [x% - Inxdx -

= y=fx2-lnxdx—'f(y+2+y‘1)dy=flenxdx—'%y2+2y+1n|y| =§x3lnx—

Ny
9
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

dy (2y+3)2
“dx  \4x+5

dy dx 1 — 1 - c - —
Sol: | (2y+3)2:f (4x+5)2—>—5(2y+3) 1=—Z(4x+5) 1—; -2(y+3)1=0Ux+5"1+c

y=4x+1+C

Sol: —dSS=kdr—>f—iS=fkdr—> In|S| =kr+c; > S =eM*¢ 5§ =e- k" =5 = cek”
aQ _ B
- = k(@ —70)

.49 _ aQ _ _ — .kt
Sol.m—kdtefﬁ—fkdt—dn(Q—70)—kt+c—'Q—ce +70

N+ N = Ntet+?
dt
SoI:Z—IZ Nett?2 . N - ——N(te”z Ddt —f %V:f(tef” —1)dt > InN = [te*?dt—t+c

Por partes: [ t-et™2dt = tet*? — [ e!*2dt = tet*? —et*2 2In N = tet™?2 —e!*2 —t + ¢

sec?xdY +cscydy =0
Sol: sec2xd” = —cscy dy =—2 = ——5— > siny dy = — cos® x dx—
) cscy sec? x
[ senydy = —[ cos?xdx = —cosy = —[ cos? xdx—cosy = [ cos? xdx—cosy = cosx-senx+x | ¢

2
—2cosy =cosx-senx +x + C — 4cosy = 2senx - cosx + 2x + ¢ — 4cosy = sen2x +2x + ¢

sen 3x dx + 2y cos33x dy
Sol: 2y cos33x dy = —sen3x dx — 2y dy = —62?;33:
= [2ydy =[5 Fdx =yt = [ 5 dx =y = 2w du ; {u = cos3x ; Sdu = —sen3x)

Syl=Zy24c 5y2= —%(cosBx)‘2+C—>y2 = —%sec23x+C—'y= + ’c—%sec23x

sen3x dx + 2y cos33xdy =0

o)}

sen3 —sen3x

Sol: 2y cos3 3x dy = — sin3x dx = 2ydy = — s X dx— [ 2ydy = | —— 2= lf u3du

y
- y?= —é(cos 3x)72+C = yZ = secz(3x) +C —»y= /c - —sec2(3x)

eY sec2x dx + cosx - (e?Y —y)dy =0

—sen x 2 sinx cosx

Sol: > eV (e?” —y)dy = - - (e¥—yeV)dy = v (- S (e¥—ye™)dy =
—2senxdx— [ (e¥ —ye™¥)dy = —[ 2sinxdx —» e¥ —(—e ™Y —ye™¥)=2cosX +c¢—

e¥+e Y +ye™ =2cosx+c
secxdy = x - cotg y dx

Sol: tany dy = x cosx dx — [ tandy = x - cosx dx — In(secy) = cosx + x sinx

cosx+xsinx

secy =e - y = arcsin(ecos¥+xsinx)

(e¥+1D?eVdx+(e*+1)3dy=0

e _ e* - eV _ 1 _ 2
Sol.m dy = — ZINE dx = [ BInE dy=—J (ex+1)3 dx = —(e¥+ 1) —(e +1)7°+- C
S+ D= (@ + D=2~ (D22 + D7 =
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30. 2% — (1 4+ x2)73(1 +y2) e

xdx
Sol: ——dy =——dx— [ zdy = [ ldx—*f(l+yz)_1/22ydy=
(1+y2)2 (1+x2)2 (1+y?)2 (1+x2)2
fa+ xz)'l/Z 2xdx =201+ y2)1/2 =201+ x2)1/2 +2c-(q+ y2)1/2 =1+x)2+¢

A+y)2—1+x)2=c

31.(y — yx) —(y+1)2

Sol: y(1 —x?)dy = (y + 1)?dx—

1
(y+1)2 dy = &2 xZ)dx_’f Gee v =/ (1+x2)d -

=y+l-odu=dy->y=u—1;[ ——=dy= f—du—fldu—fu du=lInly+ 1|+

(y+1)2
G+D1+C 'f(1 dx - x =sinf - dx = cos6do

32. 2d_y — xy+3x—-y-3
dx xy—2x+4y=8
Sol: x+3)-r+3) _ +3)(x-1) | y-2 il U VRN f x+1
x(y—2)+4(y-2) (y=2)(x+4) y+3 T x+4 x+4
- [ (1——)dy ) ( —i)dx—>y—51n|y+3| =x—51n|x+4| +C
y+3 xX+4

Ecuaciones diferenciales homogéneas de 22 orden
e Sisondeltipo: Ay” + By + Cy = 0 con coeficientes constantes
Ejemplo: ¥y’ — 5y’ + 6y =0 cond iniciales: six=0 = y=3 six=1 — y=4

. . —-b+Vb2—-4ac
Cambiamos a su ecuac. caracteristica: x2 —5x +6 = 0 resolvemos: x = — e - x=2;x=3

Las soluciones son numeros reales sin duplicidad — solucion de la ec. caracteristica es la combinacién
linealde: y; =e?*; y,=e3 = y= 1e** + Be3* (A,B €ER)

Sustituimos las cond, iniciales para hallar 1,8: 3 = 1e® + pe® ; 4 = 1e? + Be3

e Sisondeltipo: Ay” + By’ + Cy = 0 con coeficientes variables = hacer cambio de variable y’=u ; y”’=u’
Ejemplo: x*y” +5x3y =0
cambio de variable y’=u; y”=u": x*u’ + 5x3u = 0 separamos variables: u’/u = —5x3/x*

——f——dx—'lnu— —5(nx + InC) - Iau = la(Kx)™° » u = (Kx)™>

descambiamos: y' = (Kx)™> = = =Kx™° - [dy =k [x %dx >y =k(—

4x4+C

e Sisondeltipo: y" = f(x) — hacer cambio de variable y'=u
Ejemplo: y’ = —3x* + 4x = 0 condiciones iniciales y'(0)=2 e y(1)=3
cambio de variable y'=u ; y”=u": u’' = —3x% +4x - Z—Z =-3x*+4x - [du= [(—3x%+ 4x)dx
u= —x3+2x2+C ; siy(0)=2: y(0)=-0+2-0+C=2—>C=2

y

y =-—x3+2x*4+2 - Z—x=—x3+2x2+2 - [dy = [(—x3 +2x%* + 2)dx -

_oxt x3 1,2 _ 7 _oxt x3 7
y——7+2?+2x+C —>y(1)——z+§+2+C—3—>C—E —’y——T+2?+2x+E



