
Uni – Ingenierías - EDO  

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) 
Son ecuaciones con derivadas.  

Ec de primer orden (derivadas primeras) por el método de separación de variables:  

• Si son de la forma:     𝑓(𝑦) · 𝑦’ = 𝑓(𝑥)           pasar a  la forma:    𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =  𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

Y luego integrar a ambos lados:     ∫ 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 = ∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐 

Ejemplo 1:    𝒚’ +  𝒚 · 𝒔𝒆𝒏𝒙 =  𝟎     con las condiciones iniciales:        𝑦(0) = 𝑒 

1º Pasar a la forma:   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 +  𝑦 · 𝑠𝑒𝑛𝑥 = 0   

2º Separar variables:  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= − 𝑦 · 𝑠𝑒𝑛𝑥  

𝑑𝑦

𝑦
= 𝑠𝑒𝑛𝑥 𝑑𝑥 

3º Integrar ambos miembros:  ∫
1

𝑦
 𝑑𝑦 = ∫ 𝑠𝑒𝑛𝑥 𝑑𝑥   𝐿𝑛 𝑦 =  𝑐𝑜𝑠 𝑥 +  𝐶 

4º Despejar y:  𝑦 = 𝑒cos 𝑥+𝐶 =  𝑒cos 𝑥 · 𝑒𝑐 = 𝑘 · 𝑒cos 𝑥   

5º Aplicar las cond iniciales:   𝑘 · 𝑒cos 0 = 𝑒  → 𝑘 = 1   ó   𝐶 = 0     

 

Ejemplo 2:     𝒚’ =  𝒆𝟐𝒙+𝟑𝒚     con las condiciones iniciales:        𝑦(0) = 0 

1º Pasar a la forma:   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = 𝑒2𝑥 · 𝑒3𝑦   

2º Separar variables:  
𝑑𝑦

𝑒3𝑦 = 𝑒2𝑥𝑑𝑥  

3º Integrar ambos miembros:  ∫
𝑑𝑦

𝑒3𝑦 = ∫ 𝑒2𝑥𝑑𝑥   ∫ 𝑒−3𝑦𝑑𝑦 =
1

2
∫ 𝑒2𝑥 · 2 𝑑𝑥   −

1

3
𝑒−3𝑦 =

1

2
𝑒2𝑥 + 𝐶 

4º Despejar y:  𝑒−3𝑦 = −
3

2
𝑒2𝑥 + 𝐾   −3𝑦 = ln (−

3

2
𝑒2𝑥)  𝑦 = −

1

3
ln (−

3

2
𝑒2𝑥) 

5º Aplicar las cond. iniciales:   𝑒−3·0 = −
3

2
𝑒0 + 𝐾  → 𝐾 =

5

2
            𝑦 = −

1

3
ln (−

3

2
𝑒2𝑥 + 5/2) 

 

• Si son de la forma  𝑦’ = 𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦)           cambiar variable:  𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 

Ejemplo:      𝒚’ − 𝒆𝒙𝒆𝒚 = −𝟏       

𝑦’ = 𝑒𝑥+𝑦 − 1   cambiar variable:  𝑧 = 𝑥 + 𝑦    
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 1 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
   𝑦’ = 𝑧’ − 1 

𝑧’ − 1 = 𝑒𝑧 − 1   𝑧’ = 𝑒𝑧   
𝑑𝑧

𝑑𝑥
 =  𝑒𝑧  

𝑑𝑧

𝑒𝑧  =  𝑑𝑥 →  ∫ 𝑒−𝑧𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝑥 

𝑥 = −𝑒−𝑧 + C   𝑙𝑛 |𝑐 −  𝑥| = −𝑧   descambiamos: 𝑙𝑛 |𝑐 −  𝑥| = −𝑥 − 𝑦 
𝑦 =  −𝑥 −  𝑙𝑛 |𝑐 −  𝑥| 

 

• Si son de la forma  𝑦’ = 𝑓(𝑦/𝑥)      cambiar variable:  𝑦 = 𝑢 · 𝑥    𝑦’ = 𝑢′ · 𝑥 + 𝑢 · 𝑥′ = 𝑢′ · 𝑥 + 𝑢 

Ejemplo:    𝒚’ =
𝟐𝒙𝒚−𝒚𝟐

𝒙𝟐        

1º Pasar a la forma:      𝑦’ =
2𝑥𝑦

𝑥2 −
𝑦2

𝑥2

𝑥2

𝑥2

= 2 (
𝑦

𝑥
) − (

𝑦

𝑥
)2  

2º Cambiar variable 𝑢 =
𝑦

𝑥 
 :   𝑦’ = 2(𝑢) − (𝑢)2     𝑢′ · 𝑥 + 𝑢 = 2𝑢 − 𝑢2 

3º Separar variables: 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
· 𝑥 = 𝑢 − 𝑢2    

𝑑𝑢

𝑢−𝑢2 =
𝑑𝑥

𝑥
 

3º Integrar ambos miembros: ∫
𝑑𝑢

𝑢(1−𝑢)
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
    ∫

𝐴

𝑢
𝑑𝑢 + ∫

𝐵

1−𝑢
𝑑𝑢 = ln 𝑥 + ln 𝐶          (𝑢 ≠ 0  ;   𝑢 ≠ 1) 

 ln 𝑢 − ln (1 − 𝑢) = ln 𝑥 + ln 𝐶  ln (
𝑢

1−𝑢
) = ln (𝑘𝑥)  

𝑢

1−𝑢
= 𝑘𝑥 

4º Descambiamos 𝑢 =
𝑦

𝑥 
 : 

𝑦

𝑥 

1−
𝑦

𝑥 

= 𝑘𝑥  
𝑦

𝑥−𝑦
= 𝑘𝑥  𝑦 =

𝑘𝑥2

1+𝑘𝑥
  (solución general de la ec. diferencial) 

 Para u=0:   𝑦 = 0 · 𝑥 =  0  ;   Para u=1:  𝑦 =  1 · 𝑥 =  𝑥 (soluc. Particulares) 
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• Si son de la forma  𝑦’ = 𝑓 (
𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1
)  es la división de 2 rectas que,  

  si son paralelas, hacer cambio de variable: 𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦,   

  si se cortan, hacer el cambio: 𝑋 = 𝑥 − 𝑥𝑜 ;   𝑌 = 𝑦 − 𝑦𝑜   (homogénea) 

Ejemplo 1:    𝒚’ =
−𝟐𝒙+𝟒𝒚−𝟔

𝒙+𝒚−𝟑
      como sus coef. No son proporcionales, se cortan (sistema) en el punto P(1,2) 

Cambiar variable: 𝑋 = 𝑥 − 1  ;  𝑌 = 𝑦 − 2   y sus derivadas:  𝑋′ = 1  ;    𝑌′ = 𝑦′   𝑥 = 𝑋 + 1 ;  𝑦 = 𝑌 + 2 

   𝑦’ =
−2(𝑥+1)+4(𝑦+2)𝑦−6

𝑥+1+𝑦+2−3
     𝑦’ =

−2𝑥+4

𝑥+𝑦
  como es del tipo: 𝑦’ = 𝑓(𝑦/𝑥)  𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑎𝑚𝑜𝑠:   𝑢 =

𝑦

𝑥 
   

   𝑦’ =
−2+4 

𝑦

𝑥

1+ 
𝑦

𝑥

   𝑢’ · 𝑥 + 𝑢 =
−2+4𝑢

1+𝑢
   𝑢’ · 𝑥 =

−2+4𝑢

1+𝑢
−

𝑢

1
=  

−2+4𝑢−𝑢−𝑢2

1+𝑢
=

−𝑢2+3𝑢−2

1+𝑢
 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
· 𝑥 =

−𝑢2+3𝑢−2

1+𝑢
   

𝑑𝑥

𝑥
=

1+𝑢

−𝑢2+3𝑢−2
𝑑𝑢  ∫

𝑑𝑥

𝑥
= ∫

1+𝑢

−𝑢2+3𝑢−2
𝑑𝑢   𝑙𝑛 𝑥 + 𝐶 = ∫

𝐴

𝑢−1
𝑑𝑢 + ∫

𝐵

𝑢−2
𝑑𝑢  

(A=1  ;  B=-3)   siempre que u1 ; u2 

𝑙𝑛 𝑥 + 𝑙𝑛𝐶 =  2 ln (u − 1) − 3 ln(𝑢 − 2) =  𝑙𝑛
 (u−1)2

(𝑢−2)3   𝑙𝑛(𝑘𝑥) = 𝑙𝑛
 (u−1)2

(𝑢−2)3  

𝐾𝑥 =
 (u−1)2

(𝑢−2)3   descambiamos: 𝐾𝑥 =
 (𝑦/𝑥−1)2

(𝑦/𝑥−2)3   𝐾 =
 (𝑦−x)2

(𝑦−2𝑥)3  (𝑦 − x)2 = 𝐾(𝑦 − 2𝑥)3 

descambiamos (X,Y): (𝑌 − X)2 = 𝐾(𝑌 − 2𝑋)3  (𝑦 − 2 − (𝑥 − 1))2 = 𝐾(𝑦 − 2𝑥)3 

(𝑦 − 𝑥 − 1)2 = 𝐾(𝑦 − 2𝑥)3     soluc. general     (𝐾 ∈ ℝ) 

𝑆𝑖 𝑢 = 1:       1 =
𝑌

𝑋
 → 𝑌 = 𝑋  → 𝑦 − 2 = 𝑥 − 1    →   𝑦 = 𝑥 + 1   soluc. particular 1 

𝑆𝑖 𝑢 = 2:       2 =
𝑌

𝑋
 → 2𝑌 = 𝑋  → 𝑦 − 2 = 2(𝑥 − 1)   →   𝑦 = 2𝑥  soluc. particular 1 

Ejemplo 2:    𝒚’ =
𝒙−𝒚+𝟏

𝒙−𝒚−𝟐
      como sus coef. son proporcionales, son rectas paralelas.  

Cambiamos variable:    𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 =  1x − 1y      𝑧’ = 1 − 𝑦’   𝑦’ = 1 − 𝑧’ 

Separamos:  1 − 𝑧’ =  
𝑧−1

𝑧−2
 → −𝑧′ =

𝑧−1

𝑧−2
−

1

1
=  

1

2−𝑧
 →

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

1

𝑧−2
  → (𝑧 − 2)𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 

Integramos:           ∫(𝑧 − 2)𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝑥  
(𝑧−2)2

2
= 𝑥 + 𝐶  → (𝑧 − 2)2 = 2𝑥 + 2𝐶 = 2𝑥 + 𝐾  

Descambiamos:     (𝑥 − 𝑦 − 2)2 = 2𝑥 + 𝐾 
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Ejercicios: Soluciones: 

1.    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= sin 5𝑥     𝑑𝑦 = 𝑠𝑒𝑛 5𝑥 ·  𝑑𝑥      𝑑𝑦 =  𝑠𝑒𝑛 5𝑥 𝑑𝑥       𝑦 =  −

1

5
𝑐𝑜𝑠 5𝑐 +  𝐶 

2. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (𝑥 + 1)2  𝑑𝑦 = (𝑥 + 1)2 𝑑𝑥    ∫ 𝑑𝑦 = ∫ (𝑥 + 1)2 𝑑𝑥   𝑦 =

1

3
(𝑥 + 1)3 + 𝐶 

3. 𝑑𝑥 + 𝑒3𝑥̇ 𝑑𝑦 = 0    𝑒3𝑥 𝑑𝑦 = − 𝑑𝑥    𝑑𝑦 = −𝑒−3𝑥 𝑑𝑥  ∫ 𝑑𝑦 = −∫ 𝑒−3𝑥 𝑑𝑥 → 

𝑦 = − (−
1

3
𝑒−3x + 𝐶)   𝑦 =

1

3
𝑒−3𝑥 + 𝐶 

4. 𝑑𝑥 − 𝑥2 𝑑𝑦 = 0   𝑥2 𝑑𝑦 = 𝑑𝑥 → 𝑑𝑦 = 𝑥−2 𝑑𝑥 → ∫ 𝑑𝑦 = ∫ 𝑥−2 𝑑𝑥  𝑦 = −𝑥−1 + 𝐶 = −
1

𝑥
+ 𝐶 

5. (𝑥 + 1) ⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 6 𝑑𝑦 =

𝑥+6

𝑥+1
𝑑𝑥 → ∫ 𝑑𝑦 = ∫

𝑥+6

𝑥+1
𝑑𝑥̇   ∫ (1 +

5

𝑥+1
) 𝑑𝑥 = 𝑥 + 5 ln|𝑥 + 1| + 𝐶 

6. 𝑒𝑥 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 𝑑𝑦 = 2𝑥 ⋅ 𝑒𝑑𝑥

−𝑥 → ∫ 𝑑𝑦 = ∫ 2𝑥 ⋅ 𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = −2𝑥 ⋅ 𝑒−𝑥 − 2 · 𝑒−𝑥 + 𝐶 

7. 𝑥 · 𝑦′ = 4𝑦 𝑥 ⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑦   →   𝑦−1 ⋅ 𝑑𝑦 = 4𝑥−1 𝑑𝑥    ln 𝑦 = 4 ln 𝑥 + 4 ln 𝐶  𝑦 = 𝐶4 · 𝑥4 

8. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑦 = 0 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑥𝑦 → 𝑦−1 𝑑𝑦 = −2 × 𝑑𝑥 → ∫ 𝑦−1 𝑑𝑦 = ∫ − 2𝑥 𝑑𝑥  ln 𝑦 = −𝑥2 + 𝐶 

𝑦 = 𝑒−𝑥2
→
+𝐶

𝑦 = 𝐶 ⋅ 𝑒−𝑥2
 

9. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦3

𝑥2 𝑦−3 𝑑𝑦 = 𝑥−2 𝑑𝑥̇ → ∫ 𝑦−3 𝑑𝑦 = ∫ 𝑥−2 𝑑𝑥   −
1

2
𝑦−2 = −𝑥−1 + 𝐶   

𝑦−2 = 2𝑥−1 − 2𝐶 → 𝑦̇−2 = 2𝑥−1 + 𝐶𝑦 = √
𝑥

2
+ 𝑐 

10. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦+1

𝑥
 

1

𝑦+1
𝑑𝑦 =

1

𝑥
𝑑𝑥 → ∫

1

𝑦+1
𝑑𝑦 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥   ln|𝑦 + 1| = ln 1 × |+ ln 1 𝑐| = ln|𝑐𝑥| 

→ 𝑦 + .1 = 𝑐𝑥  𝑦 = 𝑐𝑥 − 1 

 

Ejercicios ampliación: 

11. 
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

𝑥2·𝑦2

2+𝑥2  

12. 
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

1+2𝑦2

𝑦⋅𝑆𝑒𝑛𝑥
  

13. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒3𝑥+2𝑦 

14. 𝑒𝑥 ⋅ 𝑦 ⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒−𝑦 + 𝑒−2𝑥−𝑦  

15. (4𝑦 + 𝑦𝑥2) 𝑑𝑦 − (2𝑥 + 𝑥𝑦2) 𝑑𝑥 = 0 

16. (1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥2𝑦2) 𝑑𝑦 = 𝑦2 𝑑𝑥 

17. 2𝑦(𝑥 + 1) 𝑑𝑦 = 𝑥 𝑑𝑥 

18. 𝑥2𝑦2 𝑑𝑦 = (𝑦 + 1) 𝑑𝑥 

19. 𝑦 ln 𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= (

𝑦+1

𝑥
)

2
 

20. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (

2𝑦+3

4𝑥+5
)

2
 

21. 
𝑑𝑠

𝑑𝑟
= 𝑘𝑠 

22. 
𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑄 − 70) 

23. 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
+ 𝑁 = 𝑁𝑡𝑒𝑡+2 

24. 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑦⋅ + 𝑐𝑠𝑐 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

25. 𝑠𝑒𝑛 3𝑥 𝑑𝑥 + 2𝑦 𝑐𝑜𝑠33𝑥 𝑑𝑦 

26. 𝑠𝑒𝑛 3𝑥 𝑑𝑥 + 2𝑦 cos3 3𝑥 𝑑𝑦 = 0 

27. 𝑒𝑦 𝑠𝑒𝑐 2𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ⋅ (𝑒2𝑦 − 𝑦) 𝑑𝑦 = 0  

28. sec 𝑥 𝑑𝑦 = 𝑥 · 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑦 𝑑𝑥 

29. (𝑒𝑦 + 1)2𝑒−𝑦 𝑑𝑥 + (𝑒𝑥 + 1)3 𝑑𝑦 = 0 

30. 
𝑦 𝑑𝑦

𝑥 𝑑𝑥
= (1 + 𝑥2)−

1

2(1 + 𝑦2)
1

2⁄  

31. (𝑦 − 𝑦𝑥2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (𝑦 + 1)2 

32. 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥𝑦+3𝑥−𝑦−3

𝑥𝑦−2𝑥+4𝑦=8
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Soluciones:  

11. 
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

𝑥2·𝑦2

2+𝑥2  ¿
1+𝑥

𝑥2 𝑑𝑥 = 𝑦2 𝑑𝑦 → 𝑦2 𝑑𝑦 =
1+𝑥

𝑥2 𝑑𝑥   ∫ 𝑦2 𝑑𝑦 = ∫
1+𝑥

𝑥2 𝑑𝑥     

∫ 𝑦2 𝑑𝑦 = ∫
1

𝑥2
𝑑𝑥 + ∫ 𝑑𝑥

⊥

𝑥
= −𝑥−1 + ln 𝑥 + 𝐶  

1

3
𝑦3 = −𝑥−1 + ln 𝑥̇ + 𝑐 → 

𝑦3 = −3𝑥−1 + 3 ln 𝑥 + 𝑐 

12. 
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

1+2𝑦2

𝑦⋅𝑆𝑒𝑛𝑥
 sen 𝑥 𝑑𝑥 =

1+2𝑦2

𝑥
𝑑𝑦  (𝑦−1 + 2𝑦)𝑑𝑦 = sen 𝑥 𝑑𝑥 → 

∫ (𝑦−1 + 2𝑦) 𝑑𝑦 = ∫ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥  ln 𝑦 + 𝑦2 = − cos 𝑥 + 𝐶 

13. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒3𝑥+2𝑦 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒3𝑥 ⋅ 𝑒2𝑦 → 𝑒−2𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒3𝑥 𝑑𝑥  ∫ 𝑒−2𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 𝑒̇3𝑥 𝑑𝑥 → 

−
1

2
𝑒−2𝑦 =

1

3
𝑒3𝑥 + 𝑐   −3𝑒−2𝑦 = 2𝑒3𝑥 + 𝑐 

14. 𝑒𝑥 ⋅ 𝑦 ⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒−𝑦 + 𝑒−2𝑥−𝑦  

Sol: 𝑒𝑥 ⋅ 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥̇
= 𝑒−𝑦(1 + 𝑒−2𝑥̇) → 𝑦𝑒𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒−𝑥(1 + 𝑒−2𝑥)𝑑𝑥   𝑦 ⋅ 𝑒𝑦 𝑑𝑦 =

(𝑒−𝑥 + 𝑒−3𝑥) 𝑑𝑥    ∫ 𝑦𝑒𝑦 𝑑𝑦 = ∫ (𝑒−𝑥 + 𝑒−3𝑥) 𝑑𝑥  𝑦 ⋅ 𝑒𝑦 − 𝑒𝑦 = −𝑒−𝑥 −
1

3
𝑒−3𝑥 + 𝐶 

15. (4𝑦 + 𝑦𝑥2) 𝑑𝑦 − (2𝑥 + 𝑥𝑦2) 𝑑𝑥 = 0 

Sol: 𝑦(4 + 𝑥2) 𝑑𝑦 = 𝑥(2 + 𝑦2) 𝑑𝑥    
𝑌

2+𝑦2 𝑑𝑦 =
𝑋

4+𝑋2 𝑑𝑥  
1

2
∫

2𝑦

2+𝑦2 𝑑𝑦 =
1

2
∫

2𝑥

4+𝑥2 𝑑𝑥  

1

2
ln(2 + 𝑦2) =

1

2
ln(4 + 𝑥2) +

1

2
ln 𝑐    ln(2 + 𝑦2) = ln 𝐶 ⋅ (4 + 𝑥2)    

2 + 𝑦2 = 𝐶(4 + 𝑥2) → 𝑦2 = 𝐶(4 + 𝑥2) − 2 

16. (1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥2𝑦2) 𝑑𝑦 = 𝑦2 𝑑𝑥 

Sol: [1 + 𝑥2 + 𝑦2(1 + 𝑥2)] 𝑑𝑦 = 𝑦2 𝑑𝑥    [(1 + 𝑥2) + 𝑦2(1 + 𝑥2)] 𝑑𝑦 = 𝑦2 𝑑𝑥  

 (1 + 𝑥2)(1 + 𝑦2) 𝑑𝑦 = 𝑦2 𝑑𝑥 →
1+𝑦2

𝑦2 𝑑𝑦 =
1

1+𝑥2 𝑑𝑥  ∫
1+𝑦2

𝑦2 𝑑𝑦 = ∫
1

1+𝑥2 𝑑𝑥  

∫ (𝑦−2 + 1) 𝑑𝑦 = ∫
1

1+𝑥2 𝑑𝑥 → −𝑦−1 + 𝑦 = arctan(𝑥) + 𝐶  𝑦 −
1

𝑦
= arctan 𝑥 + 𝐶 

17. 2𝑦(𝑥 + 1) 𝑑𝑦 = 𝑥 𝑑𝑥 

Sol: 2𝑦 𝑑𝑦 =
𝑥

𝑥+1
𝑑𝑥 → ∫ 2𝑦 𝑑𝑦 = ∫

𝑥

𝑥+1
𝑑𝑥  𝑦2 = 𝑥 − ln|𝑥 + 1| + 𝐶 

18. 𝑥2𝑦2 𝑑𝑦 = (𝑦 + 1) 𝑑𝑥 

Sol: 
𝑦2

𝑦+1
𝑑𝑦 =

1

𝑥⋅2
𝑑𝑥 → ∫

𝑦2

𝑦+1
𝑑𝑦 = ∫ 𝑥−2 𝑑𝑥  ∫ (𝑦 − 1 +

1

𝑦+1
) 𝑑𝑦 = ∫ 𝑥−1 𝑑𝑥  

1

2
𝑦2 − 𝑦 + ln|𝑦 + 1| = −

1

𝑥
+ 𝐶 

19. 𝑦 ln 𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= (

𝑦+1

𝑥
)

2
 

Sol: 𝑦 ln 𝑦 =
(𝑦+1)2

𝑥2 → 𝑥2 ln 𝑥 𝑑𝑥 =
(𝑦+1)2

𝑦
𝑑𝑦 ∫

(𝑦+1)2

𝑦
𝑑𝑦 = ∫ 𝑥2 ⋅ 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 → 

∫
𝑦2+2𝑦+1

𝑦
𝑑𝑦 = ∫ 𝑥2 ⋅ 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 ∫ (𝑦̇ + 2 + 𝑦−1) 𝑑𝑦 = ∫ 𝑥2 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥

1

2
𝑦2 + 2𝑦 + ln|𝑦| =

1

3
𝑥3 ln 𝑥 −

1

9
𝑥3 + 𝐶 
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20. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (

2𝑦+3

4𝑥+5
)

2
 

 Sol: ∫
𝑑𝑦

(2𝑦+3)2 = ∫
𝑑𝑥

(4𝑥+5)2 → −
1

2
(2𝑦 + 3)−1 = −

1

4
(4𝑥 + 5)−1 −

𝑐

4
  2(𝑦 + 3)−1 = (4𝑥 + 5)−1 + 𝑐 

𝑦 = 4𝑥 + 1 + 𝐶 

21. 
𝑑𝑠

𝑑𝑟
= 𝑘𝑠 

Sol:  
𝑑𝑆

𝑆
= 𝑘 𝑑𝑟 → ∫

𝑑𝑆

𝑆
= ∫ 𝑘 𝑑𝑟 → 𝑙𝑛|𝑆| = 𝑘𝑟 + 𝑐1 → 𝑆 = 𝑒𝑘𝑟+𝑐 → 𝑆 = 𝑒𝑐 ⋅ 𝑒𝑘𝑟

𝑠 = 𝑐𝑒𝑘𝑟 

22. 
𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑄 − 70) 

 Sol: 
𝑑𝑄

𝑄−70
= 𝑘 𝑑𝑡 → ∫

𝑑𝑄

𝑄−70
= ∫ 𝑘 𝑑𝑡 → 𝑙𝑛(𝑄 − 70) = 𝑘𝑡 + 𝑐 𝑄 = 𝑐𝑒𝑘𝑡 + 70 

23. 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
+ 𝑁 = 𝑁𝑡𝑒𝑡+2 

 Sol: 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑁𝑒𝑡+2 ⋅ 𝑁 →

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑁(𝑡𝑒𝑡+2 − 1)𝑑𝑡 ∫

𝑑𝑁

𝑁
= ∫ (𝑡𝑒 𝑡̇+2 − 1) 𝑑𝑡 → 𝑙𝑛 𝑁 = ∫ 𝑡𝑒𝑡+2𝑑𝑡 − 𝑡 + 𝑐 

 Por partes: ∫ 𝑡 ⋅ 𝑒𝑡+2 𝑑𝑡 = 𝑡𝑒𝑡+2 − ∫ 𝑒𝑡+2 𝑑𝑡 = 𝑡𝑒𝑡+2 − 𝑒𝑡+2 𝑙𝑛 𝑁 = 𝑡𝑒𝑡+2 − 𝑒𝑡+2 − 𝑡 + 𝑐 

24. 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑦⋅ + 𝑐𝑠𝑐 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

Sol: 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑦⋅ = − 𝑐𝑠𝑐 𝑦 𝑑𝑦 
𝑑𝑦

𝑐𝑠𝑐 𝑦
= −

𝑑𝑥

𝑠𝑒𝑐2 𝑥
→ 𝑠𝑖𝑛 𝑦 𝑑𝑦 = − 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 𝑑𝑥 

∫ 𝑠𝑒𝑛𝑦 𝑑𝑦 = −∫ 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 𝑑𝑥  − cos 𝑦 = −∫ 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 𝑑𝑥cos 𝑦 = ∫ 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 𝑑𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑦 =
𝑐𝑜𝑠 𝑥·𝑠𝑒𝑛𝑥+𝑥

2
+ 𝐶 

2𝑐𝑜𝑠 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 · 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥 + 𝐶   4𝑐𝑜𝑠𝑦 = 2𝑠𝑒𝑛𝑥 · 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥 + 𝑐 → 4𝑐𝑜𝑠𝑦 = 𝑠𝑒𝑛2𝑥 + 2𝑥 + 𝑐 

25. 𝑠𝑒𝑛 3𝑥 𝑑𝑥 + 2𝑦 𝑐𝑜𝑠33𝑥 𝑑𝑦 

 Sol: 2𝑦 𝑐𝑜𝑠33𝑥 𝑑𝑦 = −𝑠𝑒𝑛 3𝑥 𝑑𝑥 → 2𝑦 𝑑𝑦 =
−𝑠𝑒𝑛 3𝑥 

𝑐𝑜𝑠33𝑥 
𝑑𝑥 

  ∫ 2𝑦 𝑑𝑦 = ∫
−𝑠𝑒𝑛 3𝑥 

𝑐𝑜𝑠33𝑥 
𝑑𝑥  𝑦2 = ∫

−𝑠𝑒𝑛 3𝑥 

𝑐𝑜𝑠33𝑥 
𝑑𝑥  𝑦2 =

1

3
∫ 𝑢−3 𝑑𝑢  ;  {𝑢 = 𝑐𝑜𝑠3𝑥  ;  

1

3
𝑑𝑢 = −𝑠𝑒𝑛3𝑥} 

  𝑦2 =
1

6
 𝑢−2 + 𝑐 → 𝑦2 = −

1

6
(cos 3𝑥)−2 + 𝐶 → 𝑦2 = −

1

6
sec2 3𝑥 + 𝐶 𝑦 = ±√𝑐 −

1

6
𝑠𝑒𝑐2 3𝑥 

26. 𝑠𝑒𝑛 3𝑥 𝑑𝑥 + 2𝑦 cos3 3𝑥 𝑑𝑦 = 0 

Sol: 2𝑦 𝑐𝑜𝑠3 3𝑥 𝑑𝑦 = − 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑑𝑥  2𝑦𝜕𝑦 = −
sen 3𝑥

cos3 3𝑥
𝑑𝑥∫ 2𝑦 𝑑𝑦 = ∫

− sen 3𝑥

cos3 3𝑥
𝑑𝑥 → 𝑦2 =

1

3
∫ 𝑢−3 𝑑𝑢 

 𝑦2 = −
1

6
(𝑐𝑜𝑠 3𝑥)−2 + 𝐶   𝑦𝑧 = −

1

6
𝑠𝑒𝑐2(3𝑥) + 𝐶   𝑦 = ±√𝑐 −

1

6
sec2(3𝑥) 

27. 𝑒𝑦 𝑠𝑒𝑐 2𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ⋅ (𝑒2𝑦 − 𝑦) 𝑑𝑦 = 0  

Sol:  𝑒−𝑦(𝑒2𝑦 − 𝑦) 𝑑𝑦 =
− 𝑠𝑒𝑛 2𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
    (𝑒𝑦 − 𝑦𝑒−𝑦) 𝑑𝑦 = −

2 sin 𝑥 cos 𝑥

cos 𝑥
𝑑𝑥   (𝑒𝑦 − 𝑦𝑒−𝑦) 𝑑𝑦 =

−2𝑠𝑒𝑛𝑥 𝑑𝑥 ∫ (𝑒𝑦 − 𝑦𝑒−𝑦) 𝑑𝑦 = −∫ 2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥    𝑒𝑦 − (−𝑒−𝑦 − 𝑦𝑒−𝑦) = 2 𝑐𝑜𝑠 𝑋 + 𝑐 → 

𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦 + 𝑦𝑒−𝑦 = 2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

28. sec 𝑥 𝑑𝑦 = 𝑥 · 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑦 𝑑𝑥 

Sol: 𝑡𝑎𝑛𝑦 𝑑𝑦 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 →  ∫ tan 𝑑𝑦 = 𝑥 ⋅ cos 𝑥 𝑑𝑥 → ln(sec 𝑦) = cos 𝑥 + 𝑥 sin 𝑥 

sec 𝑦 = 𝑒 →
cos 𝑥+𝑥 sin 𝑥

𝑦 = arcsin(𝑒cos 𝑥+𝑥 sin 𝑥) 

29. (𝑒𝑦 + 1)2𝑒−𝑦 𝑑𝑥 + (𝑒𝑥 + 1)3 𝑑𝑦 = 0 

Sol:
𝑒𝑦

(𝑒𝑦+1)2 𝑑𝑦 = −
𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)3 𝑑𝑥   ∫
𝑒𝑦

(𝑒𝑦+1)2 𝑑𝑦 = −∫
𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)3 𝑑𝑥   −(𝑒𝑦 + 1)−1 =
1

2
(𝑒𝑥 + 1)−2 +

1

2
𝐶 

→
1

2
(𝑒𝑥 + 1)−2 − (𝑒𝑦 + 1)−1 =

1

2
    (𝑒𝑥 + 1)−2 − 2(𝑒𝑦 + 𝑙)−1 = 𝐶 
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30. 
𝑦 𝑑𝑦

𝑥 𝑑𝑥
= (1 + 𝑥2)−

1

2(1 + 𝑦2)
1

2⁄  

Sol: 
𝑦

(1+𝑦𝑧)
1
2

𝑑𝑦 =
𝑥

(1+𝑥2)
1
2

𝑑𝑥  ∫
𝑦

(1+𝑦𝑧)
1
2

𝑑𝑦 = ∫
𝑥

(1+𝑥2)
1
2

𝑑𝑥 ∫ (1 + 𝑦2)
−1

2⁄  2𝑦 𝑑𝑦 = 

∫ (1 + 𝑥2)−1
2⁄  2𝑥 𝑑𝑥   2(1 + 𝑦2)

1
2⁄ = 2(1 + 𝑥2)

1
2⁄ + 2𝑐 → (𝑞 + 𝑦2)

1
2⁄ = (1 + 𝑥2)

1
2⁄ + 𝑐 

(1 + 𝑦2)
1

2⁄ − (1 + 𝑥2)
1

2⁄ = 𝑐 

31. (𝑦 − 𝑦𝑥2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (𝑦 + 1)2 

Sol: 𝑦(1 − 𝑥2) 𝑑𝑦 = (𝑦 + 1)2 𝑑𝑥 
𝑦

(𝑦+1)2 𝑑𝑦 =
1

(1−𝑥2)
𝑑𝑥 → ∫

𝑦

(𝑦+1)2 𝑑𝑦 = ∫
1

(1+𝑥2)
𝑑𝑥   

𝑢 = 𝑦 + 1 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑦 → 𝑦 = 𝑢 − 1  ; ∫
𝑦

(𝑦+1)2 𝑑𝑦 = ∫
𝑢−1

𝑢2 𝑑𝑢 = ∫
1

𝑢
𝑑𝑢 − ∫ 𝑢2 𝑑𝑢 = ln|𝑦 + 1| +

(𝑦 + 1)−1 + 𝐶   ;  ∫
1

(1−𝑥2)
𝑑𝑥 → 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 → 𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃 

32. 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥𝑦+3𝑥−𝑦−3

𝑥𝑦−2𝑥+4𝑦=8
 

Sol: 
𝑥(𝑦+3)−(𝑦+3)

𝑥(𝑦−2)+4(𝑦−2)
=

(𝑦+3)⋅(𝑥−1)

(𝑦−2)(𝑥+4)
 

𝑦−2

𝑦+3
𝑑𝑦 =

𝑥−𝑞

𝑥+4
𝑑𝑥 → ∫

𝑦−2

𝑦+3
𝑑𝑦 = ∫

𝑥+1

𝑥+4
𝑑𝑥 

 ∫ (1 −
5

𝑦+3
) 𝑑𝑦 = ∫ (1 −

5

𝑥+4
) 𝑑𝑥 → 𝑦 − 5 𝑙𝑛|𝑦 + 3| = 𝑥 − 5 ln|𝑥 + 4| + 𝐶  

Ecuaciones diferenciales homogéneas de 2º orden 

• Si son del tipo:    𝐴𝑦’’ + 𝐵𝑦’ + 𝐶𝑦 = 0   con coeficientes constantes  

Ejemplo:  𝒚’’ − 𝟓𝒚’ + 𝟔𝒚 = 𝟎      cond iniciales: si x=0  y=3    si x=1  y=4  

Cambiamos a su ecuac. característica:   𝑥2 − 5𝑥 + 6 = 0   resolvemos: 𝑥 =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
  𝑥 = 2 ;  𝑥 =  3 

Las soluciones son números reales sin duplicidad  solución de la ec. característica es la combinación 

lineal de:      𝑦1 = 𝑒2𝑥 ;   𝑦2 = 𝑒3𝑥              𝒚 =  𝝀𝒆𝟐𝒙 + 𝜷𝒆𝟑𝒙             (𝜆 , 𝛽 ∈ ℝ) 

Sustituimos las cond, iniciales para hallar 𝜆 , 𝛽:   3 =  𝜆𝑒0 + 𝛽𝑒0   ;  4 =  𝜆𝑒2 + 𝛽𝑒3 

• Si son del tipo:    𝐴𝑦’’ + 𝐵𝑦’ + 𝐶𝑦 = 0  con coeficientes variables  hacer cambio de variable y’=u ; y’’=u’ 

Ejemplo:  𝒙𝟒𝒚’’ + 𝟓𝒙𝟑𝒚’ = 𝟎  

cambio de variable y’=u ; y’’=u’:    𝑥4𝑢′ + 5𝑥3𝑢 = 0   separamos variables: 𝑢’/𝑢 = −5𝑥3/𝑥4 

∫
𝑑𝑢

𝑢
= ∫ −

5

𝑥
𝑑𝑥  ln 𝑢 =  −5(ln 𝑥 + 𝑙𝑛𝐶) → 𝑙𝑛𝑢 = ln(𝐾𝑥)−5 → 𝑢 = (𝐾𝑥)−5   

descambiamos: 𝑦′ = (𝐾𝑥)−5    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐾𝑥−5  →  ∫ 𝑑𝑦 = 𝑘 ∫ 𝑥−5𝑑𝑥  → 𝑦 = 𝑘(

−1

4𝑥4+𝐶
) 

• Si son del tipo:    𝑦′′ = 𝑓(𝑥)   hacer cambio de variable y'=u 

Ejemplo:  𝒚’’ = −𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 = 𝟎   condiciones iniciales    y'(0) = 2    e   y(1) = 3 

cambio de variable y’=u ; y’’=u’:    𝑢’ = −3𝑥2 + 4𝑥  →
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −3𝑥2 + 4𝑥 →  ∫ 𝑑𝑢 = ∫(−3𝑥2 + 4𝑥)𝑑𝑥 

𝑢 =  −𝑥3 + 2𝑥2 + 𝐶       ;     si y'(0) = 2 :   𝑦’(0) = −0 + 2 · 0 + 𝐶 = 2   𝐶 = 2  

𝑦’ = −𝑥3 + 2𝑥2 + 2  →   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥3 + 2𝑥2 + 2  → ∫ 𝑑𝑦 = ∫(−𝑥3 + 2𝑥2 + 2)𝑑𝑥  →  

 𝑦 = −
𝑥4

4
+ 2

𝑥3

3
+ 2𝑥 + 𝐶  → 𝑦(1) = −

1

4
+

2

3
+ 2 + 𝐶 = 3 → 𝐶 =

7

12
   𝒚 = −

𝒙𝟒

𝟒
+ 𝟐

𝒙𝟑

𝟑
+ 𝟐𝒙 +

𝟕

𝟏𝟐
 

 


