Espacio / Subespacio vectorial - Combinacidn lineal Ofimega

Espacio vectorial: es un conjunto no vacio de vectores, en el que se han definido dos operaciones: la
suma (i + V) y el producto por un escalar (k - @) con sus propiedades. Ademas0-u = 0

Subespacio vectorial: Es un subconjunto de un espacio vectorial, que ademas cumple las condiciones:
que al sumar dos vectores (i + ¥) o multiplicar por un n2 (k - &) y el 0 también pertenece al subespacio.

Una combinacion lineal de dos o mds vectores es el vector que se obtiene al sumar esos vectores
multiplicados por escalares: W = ail + Bv + -

Cualquier vector se puede poner como combinacidn lineal de otros
que tengan distinta direccion. w = 2u + 37 -

Esta combinacion lineal es Unica.

Vectores linealmente dependientes

Varios vectores libres son linealmente dependientes (sistema ligado) si hay una combinacién lineal de

—

ellos que es igual al vector cero (sin que sean cero los coeficientes):  a;U;,a,V,4 ...+ AU, = 0

Propiedades
1. Sivarios vectores son dependientes, entonces al menos uno de ellos se puede expresar como
combinacién lineal de los demds: v; = kv, + v3
También se cumple el reciproco: si un vector es combinacidn de los otros — son dependientes.
2. Dos vectores del plano i y ¥ son linealmente dependientes si son paralelos.
3. Dos vectores libres il y ¥ son linealmente dependientes si sus componentes son proporcionales:
vl _ v2 _
ul  u2
4. nvectores son dependientes si su |determinante|=0

Ejemplo: Determinar los valores de k para que sean linealmente dependientes los vectores:
u=@3, k,-6), v=(-2,1k+3), w=0,k+2, 4)
Escribir i como combinacioén lineal de U y w, siendo k el valor calculado.

Los vectores son linealmente dependientes si el determinante que forman es nulo, es decir: Rango < 3.

3 k —6
1. Calculamos el determinante e igualamos a cero: -2 1 E+3 | =k —4k—12
1 k+2 4

Resolvemos la ecuacion :2 - 4k - 12 = @ — R=-2 y k=6

3. Parak=-2: losvectoressoni = (3,—2,—6), v = (-2,1,1), w = (1,0,4)
Escribimos u en funcidon de vy w: (3,-2,-6) =a(-2,1,1) + b(1,0,4) = (-2a+b, a, a+4b)

4. Calculamos los valores de los escalares a y b igualando coordenadas, obtenemos: a=-2 , b = -1
Asi la combinacién lineal buscadaes: 4= -2V +w

6. para R = 6: Repetir los pasos 4y 5



Vectores linealmente independientes

e Son linealmente independientes (sistema libre):
»  Sitienen distinta direccidon y sus componentes no son proporcionales.
»  Sisudeterminante es distinto de cero. Si ninguno de ellos puede ser escrito con una combinacién
lineal de los restantes. Si la combinacién lineal es cero, es porque sus coeficientes son cero:

5
V1403054 ...+ a, v, =0 = a;+a,...+a,=0

Ejemplo: Estudiar si son linealmente dependientes o independientes los vectores
u=(231), v=(101), w=(03,—-1):

2 3 1
Método 1: Determinante de losvectores: |1 0 1 |=0 - dependendientes
0 3 -1
20+ =0
Método 2: o (2,3,1) + 3(1,0,1) +v(0,3,-1)=(0,0,0) — { 3a+3y=0 — Lasolnoes0,0,0
at+pf—y=0

Pertenencia

Un vector W pertenece al subespacio si es combinacién lineal de il y ¥, o sea, si existen o, B € R
talesque: w=a-u+ B-v

Ejercicio: Hallar x para que el vector (1,x,5) pertenezca al subespacio (1, 2, 3),(1, 1, 1).

Es necesario que: (1,x,5)=a(1,2,3)+p(1,1,1) - 1=a+B
y resolviendo el sistema anterior, tenemos x =20+
a=2,B=-1lyx=3. 5=3a+pB
Base

Para que tres vectores 1, ¥, w formen una base en R3, deben:
12 ser vectores lin. Independientes (tener distinta direccion)

292 formar un conjunto generador (origen) y se pueda hacer que un vector 4 = aii + BV +Aw
y las coordenadas del vector respecto a la base son: A= (a,B,1)

e Base ortogonal: Una base es ortogonal si los vectores de la base son perpendiculares entre si.

e Base ortonormal: si son perpendiculares entre si, y ademas tienen modulo 1.

e Base candnica. Formada por los vectores ¢ = (1,0,0), j = (0,1,0), k= (0,0,1)

Ejemplo: ¢Para qué valores de a los vectores @ = (1,1, 1), = (1,a,1), w = (1,1,a)
forman una base?

1 1 1
» Determinante de losvectores#0: [1 a 1|=a?—2a+1 #*0 - a=*1
1 1 a

» Sia=1, losvectores son linealmente dependientes.
» Sia#1,los vectores son linealmente independientes y forman una basesi a # 1.

Ejercicio Encontrar una base y la dimension del subespacio vectorial de S.
s={(1,2,-1,3),(2,1,0,-2),(0,1,2,1),(3,4,1,2) }
Meétodo 1: Si al hacer el determinante |S| =0 — son dependientes
Meétodo 2: Probamos un sistema generador: A=1{(1, 2,-1, 3),(2,1,0,-2),(0, 1, 2,1),(3, 4, 1, 2)}.
Pero A no es libre ya que: (0,0, 0,0) = al(1,2,-1,3)+a2(2,1,0,-2)+a3(0,1, 2,1) + a4(3,4, 1, 2)
— solucion al = a2 = a3 = -a4 = 0 entonces uno de los vectores (3, 4, 1, 2) es c.l. de los anteriores.
Probamos si es un sistema libre: {(1, 2, -1, 3),(2, 1,0, -2),(0, 1, 2, 1)}
(0,0,0,0)=PB1(1,2,-1,3) +B2(2,1,0,-2) +B3(0,1,2,1) = PL=PB2=Pp3=0
Sies libre (l.i) y generador (6)—' forma una base y la dimension de S es 3.



Ejercicio Probar si forman una base (1,2,3) (2,-1,0) y (1,2,0)
y las coordenadas en dicha base del vector (2,4,6) .
Sol:
Opcidén A: Probar que en (0, 0, 0) = a1(1,2,3) + a2(2,-1-0) + «3(1,2,0) = al =a2 = a3 =0
Opciodn B: El rango de A es el n2 de vectores lin. indep. y la dimensiéon de esa base.

1 2 3
2 -1 0/|=6—-3=9 0 - Rang(A) =3 — Dim=3
1 2 0

a; = 2/3
oy =-Xx +3y -5z/3
3=X—2y+2z

Probamos si es conjunto generador: (x,y,z) = a1(1,2,3) + a2(2,-1-0) + a3(1,2,0) —

Q1 = 6/3 =2
a;=-2+3-4-30/3 = 0
03=2-24+6=0

b) Coordenadas del vector (2,4,6) en dicha base: (2,4,6) —
Las nuevas coordenadas son: (2,0,0)

Como sacar una base de un subespacio:

Ejemplo:
SeaS={(xy,z) €R®/ x+2y+2=0; x+y-z=0}.
Calcula la dimensién, las ec. paramétricas y, a partir de ahi, una base de ese subespacio para que sea de R?

12 Dim de la base = Rango del sistema = n2 de ecuac. Independientes: |_11 i _11 # 02 Rango=2
22 El n2 pardmetros necesarios = dim de la base — num de ecuaciones: 3 - 2 ecuac =1 x=-12%
. ., X — Zy = —7Z = —)\
Asignamos z = A (1 param) y ponemos x e y en funcion de A: x4y =z=A - y=0A
32 (x,y,z) = A (-1,0,1) — el vector (-1, 0,1) (sélo es necesario 1 vector o combinacién lineal de este) z= 1%

Ejercicio: sea A ={ (x,y,z) €R? }generado poru (1,0,1)y (1,1,1)
Determinar una base, unas ecuaciones paramétricas e implicitas.
12 Comprobamos que son independientes:

1 0 1

1 1 1
22 Comprobamos que son generadores:

1 calculamos elrangoa A = ( ) = 2 — son lin. Independientes de Dim=2

X = o+
(XIYIZ) = a(lloll) + B(lllll) - _ B - (EC. paramétricas)
z= o+
32 Para encontrar las implicitas: = ot
Se despeja un pardmetro ([3) y se sustituye en las otras 2 ecuaciones: - OH\(/ = x=z— x-z=0

Ejercicio: sea A ={(x,y,z) €R?®/ x—z=0 }obtener los vectores que forman esta base.
N2 param = Dimensidn — n2 ecuaciones = 3—1 =2 necesitamos 2 parametros
Hacemos: y=a y z=f = x-z=0—x=0 — (xy,z2)=a(0,1,0) +3(1,0,1)

Exercici: Trobeu una base del subespai vectorial de R* donat per S={(x,y,z) ER® | 2x-y+2z=0,x+y =0}i
calculeu la seva dimensio.

Exercici: Trobeu una base del subespai vectorial de R® donat per
S={(x,y,z) ER3| x+y-z=0,3x+6y-5z=0}
A) Determina la dimensié de S i dona una base B de S.
B) Afegeix a B els vectors que calguin per obtenir una base de R3
é é :15| # 0 2 Rango = 2
La base con los 2 vectores independientes es: (x,y,z) =a (1,1,-1) + B (3,6,-5)
Comprobamos que ademas es conjunto generador: (0,0,0) = o (1,1,-1) + 3 (3,6,-5) 2 a=0;p =0
B) Hacemos z = A.. Se resuelve el sistema: x—y-A =0 ;3x-6y-5L=0(conz=2L) yda:x=1/31;y=2/3k;z=LA
Por lo que un vector es: (1/3, 2/3, 1) o cualquier combinacién lineal de este, como el: (1,2,3)

A) Dim de la base = Rango del sistema = n2 de ecuac. Independientes:

Exercici 2: Dado el conjunto de vectoresenR4: S={v1=(2,0,0, 3),v2=(-4,-2,0,9),vs=(5,1, 0, 0)}
a) Descriu el subespai vectorial generat per S a traves d’un sistema d’equacions.
b) S esuna base de R4? (argumenta). Si no ho es, modifica S per construir una base de R 4.



Matriz de cambio de base:

1 0 O
Llamemos C a la matriz R* en base candnica representada por los vectores unitarios 1,J, K : <0 1 0)
0 0 1
» Cambio de la base B a canédnica C (B — C):
Ejem: B=(1,-1,1), (0,1,1), (0,0,2)} a la base candnica C = {(1,0,1),(0,1,0, (0,0,1)}: B— C
Método 1: Poner la base de destino en funcion de unos pardmetros que multiplican a la base candnica:
(1,0,1) = 0(1,0,0) + B(0,1,0) + A(0,0,1)
(0,1,0) = 0(1,0,0) + B(0,1,0) + A(0,0,1)
(0,0,1) = 0(1,0,0) + B(0,1,0) + A(0,0,1)

1 0 0
Método2: La matriz de cambio de base coincide con poner sus vectores en vertical: (—1 1 0)
1 1 2
» De la base candnica C a una nueva base B:  Mat de C — B:
De C=1{(1,0,0),(0,1,0, (0,0,1)} ala base en R*: B=(1,-1,1), (0,1,1), (0,0,2)} Mg
Meétodo 1: Buscamos las coordenadas de cada vector de la base candnica respecto a la base B:
(1,0,0) = a(1,-1,1) + B(0,1,1)+ A(0,0,2) ; (0,1,0) = @(1,-1,1) + B(0,1,1)+ 1(0,0,2) ; (0,0,1) = a(1,-1,1) + B(0,1,1)+ 1(0,0,2)
(1,0,0)= (a,-a, @) + (0,B,B) + (0,0,24) = a=1; B=1; A=2 1 0 2
(0,1,0) = (o,-a, @) + (0,B,B) + (0,0,21) = a=0; B=1;A=1 — ponemos en vertical: <1 1 1)
(0,0,1) = (o,-at, ) + (0,,B) +(0,0,2A) = a=0; p=0; A=-1 2 0 1

Método 2: Ponemos la matriz B en candnica y hacemos la matriz inversa B%:

]
7
N R =
o= O
_ =N
\_/

1 0 0\ "'
Matriz inversa de sus vectores puestos en vertical: (—1 1 0>
1 1 2

» De la base B en R® a otra no candnica B’ (B — B’):
Truco: (B—B’)=(C— B’)-(B—C)
12 poner B’ (destino) en columnas y hacer la inversa: (C — B’)
29 poner la B (origen) en columnas para pasar a candnica: (B—C)
32 multiplicar: (C — B’)-(B—C)

» Cambio de base en endomorfismos: (B’)*- C- B’

Ejemplo: Cambiar de la base definida por los vectores: (3,1), (2,-1) a la base definida por: (2, 4), (-5,3)
2 —5)‘1 _ agj@t _ 1 (3 5)

12 Calculamos (B’)* : (

3+ 3 Al 26 \—4 2
29 Calculamos (B) : (1 _1)
32 Multiplicamos: (B’)*- B: % (_34 _510) . G _21) = % (—1f0 _510) <+ Matriz cambio base o de transicion

i ay —[gytgl.g- L(14 5).(2 =5
Convertir la original: (C — B’)-(B—C)= [(B’)*- B] - B’: ” (_10 _10) (4 3)



Matriz Nucleo e Imagen:

» Los vectores del nucleo son aquellos cuya imagen vale 0: AX=0
(sistema homogéneo con matriz de coeficientes = A)
» Laimagen de un vector se obtiene multiplicando por la matriz asociada A: Y=AX
SiNdcleo de f: R® = R* conjunto cuya imagen f(x) =0 , i f es inyectiva: dim(Ker(f) =0
Si Imagen de f: R* = R* conjunto cuya Im() = f(x) ; si f es sobreyectiva: dim(im(f)) =3
Férmula que relaciona las dimensiones de ambos subespacios: dim (V) = dim ((Ker(f) + dim (f))
Si f tiene matriz asociada A de orden m x n, entonces: dim(Im(f)) = rg(a) ; dim(Ker(f)) = n - rg(A)

Calculo del nucleo o kernel
Conjunto de todos los vectores que, al ser multiplicados por la matriz, resultan en el vector cero.
En otras palabras, son las soluciones de la ecuacion matricial: A+X = 0 (telleva al origen)

Ejemplo 1:
Considera la aplicacidn lineal f: R3 definida por f(x, y, z) = (x +y, x+2z, y-z), obtener una base del ntcleo Ker(f).
12 Mejor con la matriz asociada en la base candnica (vertical) 11 0 x 0 x+y=0
e igualamos a 0 el sistema: — 10 1 '<y>= 0]— x+z=8
=0 0o 1 -1 z 0 y—z=
22 Reducimos por Gauss {x tz _
y—z=0
32 Como es sistema indeterminado, hacemos z = A
x=-=1
y obtenemos las paramétricas: { y = A — Base del nucleo = {(-1,1,1)}
z=2

Cdlculo de la Imagen (Y = A-X)
Si una aplicacién lineal : f: V = V’y de base B(u1,uz,uz ...) deV = {f(u1), f(uz), ...} es sistema generador de Im(f)
La matriz imagen o rango, representa el espacio generado por las columnas de la matriz. Para calcularla, se puede
utilizar la forma escalonada (Gauss) y las filas no nulas forman una base para el espacio imagen.

Ejemplo: La aplicacion lineal anterior f: R® definida por f(x, y, z) = (x +y, x+2z, y-2z),
obtener unas ecuaciones cartesianas de la imagen Im(f).

1 1 0
12 Mejor con la matriz asociada a f en la base candnica (vectores en vertical): (1 0 1 )

0 1 -1
1 1 0
22 Reducimos la matriz: <0 1 0> o hacemos z = A obtenemos paramétricas = Im(f) = {(1,0,1), (0,1,-1)}
1 -1 0

39 Pasamos a paramétricas:  (x,y,z) =A(1,0,1) + u(0,1,-1) ?> x=A ; y=p ; z=A-pu
42 Eliminamos parametros por reduccion: y+z =A ; x=A 2 y+z=X
y obtenemos las cartesianas: x-y—-z=0

Ejemplo 2: Dada la aplicacién lineal R® (x,y,z) = (x+2y+3z, 2x-4y -2z, 3x -2y +2)
Encuentre una base y la dimension del Nucleo de fy de Imag de f

Nucleo o Kernel: Vectores (x, y, z) cuya imagen sea el vector nulo 0:

1 2 B X 0
» Ponemos el sistema en modo matricial igualando a cero: (2 =4 _2> . (y) = (0)
3 =2 1 z 0

» Resolvemos el sistema y nos dara un sistema compatible indeterminado (ya que es rango 2)

» Ponemos z en funcién del pardmetro A: z=A

{x+2y+32=0_.{x+2y+32=0 ; x+2/1i’3’1f1=0 x=_—/'131 X
z=2A z=2
Nuc(f) o Ker(f) ={(xy,2,) = A(-5,1,1) = (-5,1,1) yla dim (nuc(f)) =1 porque sélo hay 1 vector

Imagen de f:

Reduciendo por Gauss vemos que la matriz asociada A es de rango 2 = Dimensidn 2
F,—2F,
1 2] 3N Bediial gl a2 3
2 -4 -2]>—={0 -8 -8]—(0 -8 -8
3 -2 1 0 -8 -8 0 0 0
Entonces cogemos 2 vectores independientes para hallar la base de Imf que se corresponden con las 2 primeras
columnas ya q la 32 columna es la suma de las otras: = Imf = {(x,y,z) = « (1,2,3) + (2,-4,-2) = (1,2,3), (2,-4-2) }



Exercici resolt:

Considera I'aplicacié lineal f:R3| f(x, y,2)=( x+y+z, 2x-3y—-2z , -3x+4y+3z ).

(a) Calcula el nucli i la imatge de I'aplicacio. Digues si I’aplicacié es injectiva i/o exhaustiva

(b) El vector (1, 0, 0) te antiimatges? En cas de tenir-ne, dona’n una.

(c) Considera la base de R 3 definida pels vectors (1, 0, 0), (1, 0, 1) i (0, 1, -1). Calcula la matriu de f en aquesta base.

Solucidn
a) Nucleo: De los coeficientes de f obtenemos la matriz asociada que igualamos para que f(x, y, z) =(0, 0, 0):
-1 1 110 -1 1 1]0 -1 1 1]0
2 =3 =20 |~ 0 -1 0|0 | ~ 0 -1 010
-3 4 310 0 1 0|0 0 0 0|0

El nicleo son los vectores (x,y,z) cony=0 y x=2z.
O haciendo z=A: x,y,z = A,0,A =A(1,0,1) Es decir, el subespacio generador por el vector (1, 0, 1).
Imagen: Como el rango de la matriz es 2, el subespacio es de dimension 2. Cogemos los vectores de las 2 primeras
columnas: (-1, 2, -3) i (1, -3, 4) que son las linealmente independentes
— laimagen de f es el subespacio generado por los vectores (-1, 2, -3) y (1, -3, 4).
» Laaplicacion no es inyectiva porque tiene nucleo de dimension 1
»  No es exhaustiva porque la dimensidn de la imagen es 2, inferior a la dimensién de R3
b) Anti imagenes de (1, 0, 0): Igualamos la matriz al vector y como el sistema es Incompatible, no tiene solucidn.

-1 1 111 -1 1 1 1 -1 1 1 1
2 -3 -2|0 |~ 0 -1 0 2 |~ 0 -1 0 2
-3 4 310 0 1 0|3 0 0 0]-1

¢) Matriz de cambio de base de los vectores (1, 0, 0), (1,0, 1) i (0, 1, -1)
1
Método con la férmula A”=M™* - A- M : como matriz del cambio de base de B a Candnica es: <0
0

1

0

1

1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 1
0 1 1 N=M-A M:{0 1 1] 2 -3 -2 |-
0 1 0 1 0 -3 4 3

0
0
1

1
Suinversa:| Y
0 0

=

Exercici:

1 2 2
Sigui f endomorfisme de R>, tal que la seva representacié matricial en la base canonica R: ( 1 4 2)
-1 -1 1
(a) Troba una base del nucli i una base de la imatge de f.
(b) Digues si f es injectiva i /o suprajectiva (exhaustiva). Justifica.
(c) Troba la matriu associada a f en la base B ={(1, 0, 0),(1, 1, 0),(1, 1, 1)}.

Exercici resolt:

Considera I'aplicacié lineal f:R3| f(x,y,z)= (x-y-2 -2x+3y+2z, 3x-4y-32).

(a) Calcula el nucli i la imatge de I'aplicacié. Digues si I'aplicacid es injectiva i/o exhaustiva
Nucli: resolent el sistema pel metode de Gauss:

1 -1 -1]0 1 -1 -11]0 1 -1 -11]0
-2 3 210 |~ O 1 00 |~ O 1 00
3 -4 =3]|0 0 -1 0]0 0 0 010

El nucli de I'aplicacio son els vectors (x, y, z) amb y =0 i x = z. Es el subespai generat pel vector (1, 0, 1).
Imatge: subespai generat pels vectors (1, -2, 3), (-1, 3, -4) i (3, -4, -3).

Rang de la matriu = 2 = dimensié. Agafem les 2 primeres columnes: (1, -2, 3)i (-1, 3, -4)

gue son linealment independents. — Im f es el subespai generat per els vectors (1, -2, 3) i (-1, 3, -4).

L’aplicacié no es injectiva perque dim(nucli) =10, i no es exhaustiva perqueé la dim. imatge # 3 (R3)



Exercicis

Considera el conjunt de vectors Sde R*: S={v1=(2,0,0,3),v2=(-4,-2,0,9),v3=(51,0,0)}
(a) Determina si S es linealment dependent o independent.

(b) Descriu el subespai vectorial generat per S a traves d’un sistema d’equacions.

(c) S es una base de R*? (argumenta). Si no ho es, modifica S per construir una base de R4
(potser caldra eliminar i /o afegir algun vector; fes el nombre minim de canvis possible)

Sol: a) el rang de M es 2, i el subespai generat per S te dimensio 2.

Els vectorsvl=(2,0,0,3)iv3=(5,1,0,0) son un subconjunt de S linealment independent (i per tant, una base)

b)(x,y,z,t)=avl+pv3=0a(2,0,0,3)+pB(51,00)=(200+5B, B,0, 3a)

— parametriques: x=2a+5B y=pf z=0 t=3a

— Implicites, substituimaif: x=5y+23t z=0

a) Per construir una base de R 4 necessitem 4 vectors linealment independents. Ja en tenim dos: v1 i

v3, doncs necessitem dos mes, podem fery=o — z=[ o podem agafarv4d=(1,0,0,0)iv5=(0,0,1,
0)

Valores propios y polinomio caracteristico.
Valores propios: A es valor propio (o autovalor)de Asi: A-¥ = A-¥ ; v vectorde 1 columna (vector propio)
Polinomio caracteristico: Si A es una matriz cuadrada, su polinomio caract. es el determinante: P (A) = |A - AI|.
Las raices o soluciones del polinomio (P = 0) son precisamente los valores propios de la matriz.

Ejemplo: Dada la matriz A = (i _31),0) Polinomio caracteristico b) Valores propios c) Matriz inversa
. o (2 -1y (1 0y_ (2—-2 -1\_ [2—-4 -13\|_
a) Aplicamos |A - AI|=0: (1 3) A(O 1)—( 1 3_/1) |( 1 3_/1)|—0
Por Sarrus: (2-A)-(3-A)+1=0 — A%?-5AL+7=0
5+V25 —28

b) Valores propios: Resolvemos A2-5L+7=0—x = ® = No tiene

2
¢) Matriz inversa:

Sustituyendo por matrices: AZ—5A +7-1=0 = A(A-5)=-7-1 = A'A(A-5)=-7-A'1 = A'=-1/7T(A-5])



Diagonalizacion de matrices:

Dada una matriz cuadrada, es ver si existe otra matriz semejante a ella que sea diagonal.
Dos matrices A y B son semejantes si existe si otra matriz cuadrada P, invertible, tal que: A = P-B-P’!
Es equivalente a una base en el endomorfismo.
Condicién para que sea diagonalizable: dim[ker(A - A)] = m()\)
Si una matriz tiene autovalores distintos, entonces tiene autovectores L. Ind. = es diagonalizable

Potencia enésima de una matriz por diagonalizacién: A" =P-D"P?';  P: matriz de autovectores
Ejemplo diagonalizacion 2x2: A= (; é)
12 Polinomio caracteristico: P(A) = |A - AI| — |2 ;A 3 1

22 Valores propios: P(A)=0 — A*-5L+4=0—-2M=4 ; h2=1

=0- =2\2-
/1|_0 P(A) = A2-5) +4

Hacemos x = ai: -20+y =0 — y =200 — autovector: (1,2)
1 10
)= (o olo) 5@
Hacemos x=a: a+y=0—y=-a — autovector: (1,-1)

32 Autovectores:
s _ _ _ _ 2—4 1 10 2 1)0
parai=4: Ker (A—4l) = (A—4D)(X) = (0) — ( , 3_4|0) (0 0|0)—»SC|
1. _ _ _ _ 2-1 1 10
parai=1: Ker (A—1I)= (A—1DX) = (0) — ( S 4l 1|0
Es diagonalizable: porque la repeticidn de soluciones (multiplicidad =1) = repeticion de vectores (mutilpl.=1)
Una propiedad que dice que los autovectores asociados a autovalores distintos son linealm. independientes.

42 Matriz diagonal D (Valores propios en la diagonal): D= ( 0 (1)) 6 D= (3 0)
. . 1 1 . 1 1
o . - -
59 Matriz de paso P (autovectores en vertical): pP= (2 1) 0 P= ( 1 2)

Debe de cumplir que: A = P-D-P!
Ejemplo diagonalizacion 3x3:

1 0 0
A= (—1 0 2) Hallar a) Polinomio caracteristico. b) Valores propios c) Matriz diagonal d) Autovectores
0 0 1

a) Polinomio caracteristico: se obtiene del determinante |A -AI| =0

A 0 0 1 0 0 A 0 0 1-2 0 0
10 Restark-l:(O A 0) de A: (—1 0 2) - (0 A 0>= ( -1 =i 2 >
0 0 A 0 0 1 0 0 A 0 0 1—-Ax

1-x 0 0
29 Desarrollar el determinante: [A -AI|=0— | —1 —A 2 |=0 —PorSarrus: (1 —A)(—A)(1—A)=0
0 0 1-—-Xx

b) Valores propios: Resolviendo el polinomio ant.: = 1-A=0; A=0 ; A=1— Valores propios: A=1; A=1; A=0
Ojo: si algln valor se repite, existe multiplicidad algebraica y puede q no sea diagonalizable.

¢) Matriz diagonal: Combinaciones posibles con los valores propios en la diagonal principal: (1, 1, 0)
A 0 0 1 0 O 1 0 0 0 0 O
(0 A 0)-’ (O 1 0)(’)(0 0 0)6(0 1 0>
0 0 4 0 0 O 0 0 1 0 0 1
x 0 1 0 0 A 0 0\ /x 0
d) Autovectores o vectores propios: (A — AI) <y> = (0) - (—1 0 2) - (0 A 0) (y) = (0)
z 0 0 0 1 0 0 A/ \z 0

1-0 0 0 X 0 —0
ParaA=0: s(0)=[ -1 0 2 <y> =(o]-"* _ 0 y = cualquiera — Un vector propio es: (0,1,0)
0 0 1-0/\z o/ %7

xX=-y+2z

1-1 0 0 X 0
ParaA=1: s(1)=[ -1 -1 2 <y> =10]—-x-y+2z=0 necesitamosZparémetros:y —yiz=0

0 0 1-1/ 'z 0

Vector propio general: (-y+2z, y, z). Vectores propios de ejemplo: (1,1,1) o el (0,2,1)



Exercici: Sea el endomorfismof:R3 >R3 | f(x,y,2)=(-2x+2y-2z , -x+y-2z , x-2y +2)
a) Encuentre la matriz asociada (A) respecto de la base candnica

b) Encuentre sus valores y vectores propios

c) Calcule A

-2 2 =2
a) Como nos dan ecuaciones, se ponen sus coef. en horizontal para obtener la matriz asociada: (—1 1 —2)
1 -2 1
—2—-A 2 -2
b) Desarrollar el determinante: |A - A-1|=0 — -1 1—-X =2 |=0 (ojo,falloen un signo)
1 -2 1—A

Resolucién a: Por Sarrus: —A° + 34 —2 =0 y resolvemos por Ruffini: A1=-1 ;A =-1 ; A3 =2 (comprobar?)

S B R R CET NV B Iy BT IS
Autovalores (VAP): Se nos repite el autovalor A1 =-1(doble) y Az = 2(simple)
Autovectores o VEctores Propios (VEP):

Resolucién b: menor: (1 — ) - |_2_I

e Para A =-1: Como el valor propio A= -1 es doble, necesitaremos 2 autovectores

-1 2 =2\ /x 0
- Hacer el nucleo: s(-1) =<—1 2 —2) <y> = (0) — SCl rango 1; (si fuese 2 no seria diagonalizable)
1 -2 2 z 0

Para que sea diagonalizable: rango = Dim — repeticiones de A = 1

la dimensién de cada subespacio propio coincide con la multiplicidad del correspondiente valor propio

Como el rango es 1 tenemos 2 grados de libertad por lo que necesitamos 2 parametros (ay )
Siy=ayz=p = x +20-2p=0—x=2a-2p

- Damos valoresaay pB: paraa=0yp=1:(-2,0,1) ; paraa =1y =0:(2,1,0) Autovectores: (-2,0,1), (2,1,0)

0 2 =2\ /x 0
e ParaA=2:5(-1) =<—1 -1 —2) <y) = (0) — SCl rango 2 ; necesitamos 1 parametro. Autovector: (1,1,-1)
1 -2 -1/ \z 0

c) Calcule A' ;. A0 =p. D10.p1  donde P: matriz de los autovectores en candnica ; D: matriz diagonal de A

-2 2 1 -1 2 -1 -2+1 0 0
P=l0 1 1 |—-P'=(-1 3 =2 ;D=< 0 1+1 0 )
1 0 -1 1 -2 2 0 0 1-2

-2 2 1 -1 0 0\ ,—1 2 -1
A100=<0 1 1)-(0 2 o) -(—1 3 —2>
1 0 -1 0 0 -1 1 -2 2



