Uni — Ingenierias - Integrales dobles

Integrales dobles

Es la integral de una integral y sirve para encontrar tanto un drea como un volumen, dependiendo de cdmo se
configure la funcién y la region de integracion. Si la funcion es constante, te dara un area. Si la funcién es
tridimensional, te dara un volumen.

Teorema de Fubini: — v e . o .
e Sielrecinto es cuadrado: /yl (/M f(st:,y)d:c) dy = /:':1 (~/y1 f(:c,y)dy) dz
Ejemplo 1: Dado el rectangulo (0,1) a (4,5) calcular la integral: ffR xy dxdy
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Ejemplo 2: Dado el rectangulo (0,1) a (-1,0) calcular la integral: ffR (x + e*tY) dxdy
0 /1 0, 1 0 ) . L3
/ / (z+ ™ )dz | dy = / [% + cxﬂ’} » dy = l/[§+el‘y—cy)dy = [% + ety — rzy} LT (H—E—la
-1 \o0 -1 -1

Ejemplo 3: Calcular la integral doble de la funcién f(x,y) = x:sen y alo largo del recinto: P={-1<x<2; 0<y<n}
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e Siel recinto sobre el que se hace la integral no es cuadrado, pero es bdsico (dos curvas):
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Ejemplo 4: Calcular la integral doble de la funcién f(x,; y) = (2x - 4)y
alolargodelrecintoP={0<x<1;x<y<x>3}

1 /2243 1 2 1
2 Y= .
//(21‘—4);(;({1?(1;(} = / / (22 — Aydy | dx = / |i(2;1.‘ - 4)%] dr = /(;1.‘—2) ['yz]ziiq‘? dr =
J Jr o\ I y—z I
1 1 1
= /(LL‘—Q) [(2® +3)* — 2*] da = /(:r—?) [* 4+ 62° +9 — 2?] da = /(:t'—?) [#* + 52% + 9] do =
o 0 0
| 6 5 1 3 2 1
= ‘/(;1:5 — 2z 4 52 — 1027 + 92 — 18)dx = {% - 2% + 5% - 10‘% + g% - 182,} =
0
1 2+5 10+9 18_10—24+75—200+270—1080_ 941
6 5 4 3 2 B 60 60



Uni — Ingenierias - Integrales dobles

Ejemplo 5: Dado el recinto R = {(x,y) ER2 : x> + y* <1 ;y > 0} calcular la integral: ffR y dxdy
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Sol: Resolviendo el sistema de inecuaciones: { Y -»x2<1--1,1

y=0
ponemos el recinto de la forma: {-1< x<1 ; 0<y<Vv1-x?%
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Ejemplo 6: Hallar la integral ffR x? — 2y dxdy donde R es el recinto encerrado por las curvas: y=x? ; y=x°
Los puntos de interseccidn de las dos curvas resultan de resolver el sistema formado por ambas
ecuaciones: x>=x3 = x2-x3=0 = x?(x-1)=0 = x1=0; x=1 — (0, 0) y (1, 1).

Entonces el recinto puede ponerse asi (mejor hacer un boceto): R={(x,y) ER2: 0<x<1; x}<y<x?}
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Exam URV: A= { x+y<3; y 2 0; y 2 Ox} a) Dibuja A b) Calcula [f, x*(y — 3) dxdy
a) Regidn de restricciones: y = 3 - x Damos valores: s
b)0<sy<3,;, 0<x<y-3

iRy =3y dxdy = [ dy =%

5

w o=
w o w

Cambios de variable en la integral doble:
Suele ser util paras a coordenadas polares: x =r coso. y =rsin o
Ejemplo 7: [[, e **¥* dxdy en el recinto: R = {x2 +y2< 1;y 2 0}

El recinto puede ponerse enlaforma: {-1< x<1
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Ejercicios:
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Pista: folx(l +x2—x)dx =2
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Pista: la regién tipo 1 0<x<1 ; x?<1 convertirentipo2: 0 <y <1; 0<x < \/3_1

::Olf f;ozo Y3 - sin(y?) dxdy, = 1/4 f;:ol y?sin(y®) dy



